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SUMARIO 
São desenvolvidos estudos numérico e experimen-
tal da propagaçao de pulsos de tensão em barras elásticas com 
variação de seçao transversal em uma pequena região. 
A equação dinâmica e estabelecida e solucionada 
pelo método das características. A integração numérica é obti 
da pelo processo das diferenças finitas, cujos resultados sao 
comparados com os resultados experimentais. 
Nos experimentos, os pulsos incidentes sao ger~ 
dos pelo impacto entre um projétil e a barra. 
Vi 
ABSTRACT 
Numerical and experimental studles are carried 
on the propagation of stress pulses in elastic bars with varia 
tion of the cross-section in a smal 1 reglon. 
The dynamic equation is establ ished and solved 
through the method of cháracteristics. Numerlcal integrati'on is 
obtained by finlte-differences on a characterlstic me s h, t h e 
results of which are compared with those obtained experimenta! 
1 y. 
ln the experiments, pulses are generated by im-
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Os estudos numêricos e experimentais relaciona-
dos com os fenômenos de propagação, têm grande importância nas 
ãreas da ffsica e engenharia uma vez que esses fenômenos estao 
presentes nos movimentos da matéria em face de processos dinâ-
micos-~ Dentro desses processos, o fenômeno de ~ropagação de 
ondas é especialmente importante em certos problemas tecnolÕ 
gicos, como a anãl ise das deformações dinâmicas originadas 
no impacto entre corpos e a identificação dos parâmetros fís~ 
cos, quando o meio é desconhecido ou quando no mesmo ocorrem 
mudanças 
na 1 . 
importantes com relação a sua configuração origi-
Graflde parte das soluções apresentadas para os 
problemas de propagação, estão relacionadas a modelos 1 ineares 
envolvendo meios homogêneos e configurações geomêtricas sim-
ples, tendo-se em vista a dificuldade de ~bordagem matemática. 
A presença de inomogeneidadesno material, ta i s 
como a variação dos parâmetros constitutivos, ou ainda, uma 
não uniformidade em sua configuração geomêtrica, dificulta a 
analise de propagação, uma vez que se constata a ocorrência de 
variação, contínua ou não, na forma da onda prop~gante. A d i -
ficuldade encontrada na análise de propagação se deve à impos-
sibilidade de obtenção de solução exata em virtude do efeito 
acumulativo ~e refrações e reflexões sucessivas. 
A complexidade matemãtica aparente em tais pro-
blemas de propagação, pode ser reduzida com a uti 1 ização do me-
todo das características, ver seção 2.2. 
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O objetivo deste trabalho é verificar o compor-
tamento da solução numérica do problema de propagação em meios 
não homogêneos,-preparar uma técnica de ensaio e aquisição de 
dados, bastante difícil para eventos tão ripidos, e enfrentar 
as dificuldades de interpretação das discrepincias entre os re 
sultados te6ricos e experimentais. 
A não homogeneidade a ser aqui estudada, e ca-
racterizada pela geometria nao uniforme do corpo, decorrente 
da variação de suas dimensões transversais. A definição empr~ 
gada acima para o termo "homogeneidade" se deve apenas à analo 
gia matemitlca, levando-se em conta que a variação da forma do 
material em estudo se expressa como uma variação de coeficien-
tes na equaçao de movimento. 
De um modo geral, os estudos numéricos e exper.!_ 
mentais apl iciveis a problemas de propagaçao em meios não homo 
gêneos, se devidem em: estudos de simulação, onde se procura de 
terminar a saída do sistema conhecendo-se a entrada e as carac 
terísticas do meio, e os estudos de identificação, quando sao 
conhecidas a entrada e saída do sistema e se busca a determina 
ção de suas propriedades. 
A vai idade da utilização do método das caracte-
rísticas na solução de problemas de propagação é aqui comprov~ 
da por sua rapidez e convergência. As limitações de validade 
do modelo unidimensional sao aparentes quando da comparação dos 
resultados obtidos na simulação numérica, com as respostas ob-
tidas em verificação experimental. Dentro do problema de simu 
lação numérica é utilizado o processo das diferenças finitas 
aplicado a uma malha característica no plano xt, o qual é dis 
cutido com detalhes na seção 2.3. Na obtenção da solução nume 
4 
rica, foram dadas a forma de carregamento externo e as 
çoes iniciais e de contorno requeridas pelo problema. 
condi-
Para uma barra de seçao variável, uma forma pa.!:_ 
tícular de excitação pode ser obtida pelo impacto com um proji 
ti 1, experimento apresentado na seção 3 .1. 
Com o propósito de faci 1 i tar o entendimento do 
que seja o fenômeno de impacto entre corpos, encontra-se repo.!:_ 
tado na seção 2.1 um estudo prévio abordando vários tipos de 
impactos, poss i b i 1 i tando do processo, uma compreensão melhor de 
carregamento dfnimico. 
Uma rápida abordagem da teoria unidimensional 
de propagaçao, bem como as suas limitações, e reportada na se-
ção 1 .1, com base no exame da propagaçao de pulsos de tensão em 
barras uniformes e os efeitos, sobre estes produzidos, quando 
em presença de condições de contorno. 
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1.1 - PULSOS EM BARRAS UNIFORMES 
No apêndice A as equações de movimento para um 
meio sÕlido elãstico isotrÕpico foram -Obtidas em termos de des 
locamentos (A.9). A descrição da propagação de ondas de ten-
-sao em tais meios, para corpos limitados, pode ser obtii:ia da so 
lução dessas equaçoes, levando em conta condições de contorno 
apropriadas. 
Neste capftulo, a propagaçao de ondas, pulsos, 
de tensão ao longo de uma barra de área uniforme (meio uni-di 
mensional) serã estudada. Dentro desse estudo, sera abordado 
o caso mais simples que se aplica a propagação de ondas cujo 
comprimento e grande comparado i dimensão lateral da barra. 
Os movimentos de partfculas que ocorrem em uma 
barra cujo diâmetro ê pequeno, caso particular, são classific~ 
dos como longitudinal, torsional e lateral. Nos movimentos lon 
gitudinais os elementos da barra são estendidos e contrafdos, 
mas não ocorre deslocamento lateral do eixo da barra. Nos mo-
vimentos torsionais, cada seção transversal permanece em seu 
prõprio plano e gira em torno de seu centro. 
barra também permanece sem nenhuma variação. 
Aqui, o eixo da 
Para o caso dos 
movimentos laterais, a barra sofre flexão e os elementos do 
eixo central movem-se lateralmente durante o movimento. 
O exame do comportamento de pulsos em barras de 
seçao transversal constante, será abordado tomando-se em conta 
apenas o movimento longitudinal das partfculas e considerando 
como sendo uniforme em cada seção transversal, as tensões atuan 
tes sobre a barra, o que simplifica a obtenção da equação de mo 
vimento. 
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No cálculo da equaçao dinâmica uni-dimensional, 
[ 1 J, toma-se um elemento de comprimento ox e área da seçao 
transversal A (ver figura 1 .1). 
Se a tensão em uma das faces é ªxx a tensao na 
outra face sera dada por a + 3crxx 
XX O X, 
ax 
locamento u ' de acordo com-a segunda lei 
dade de movimento: 
- a 
XX 
A+ A (a + 
XX 






onde p e a densidade da barra. 
G.xx , ' 
J dx 
'A ·( 
= p A ox 
.. 
obtém-se, para o des 
de Newton, da quant.!_ 
p A dX 
( 1. 1 ) 
. 
Figura 1 .1 - Forças atuando no elemento da barra no movimento 
longitudinal. 
Como a barra possui um diâmetro pequeno, onde os 
efeitos de inércia lateral são desprezados, e as tensões late-
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rais nulas, pode-se partir da equaçao constitutiva uni-dimensio 
na l : 
<J =E(E) 
XX XX 
( 1 . 2) 
onde Exx e a deformação, considerada pequena, que pode ser 
aproximada por sendo <J a tensão longitudinal e 
XX 
E o módulo de elasticidade do material da barra. 
A equação de movimento pode ser agora escrita em 
termos de deslocamento, com a equaçao (1.1) resultando na for-
ma: 
p 
ot 2 ox 2 
( 1 • 3 ) 
-Esta equaçao representa a propagaçao de uma on-
da longitudinal, tambim dita onda de tensão, ao longo de uma 
-barra com a velocidade de propagaçao dada por 
Observando o efeito causado nos elementos da bar 
ra pela passagem da onda de tensao ou seja, a contração ou ex-
pansão longitudinal, v~-se que o mesmo se di acompanhado de ex 
pansao ou contração lateral. A relação úni-dimensional entre 
essas deformações lateral e longitudinal idada pelo coeficie~ 
te de Poisson y. Este movimento resulta em uma :aistribuição 
não uniforme de tensões e de deformações atravis das seções da 
barra,. e as seç~es transversais tornam-.se disto~cidas. Assim, 
o tratamento empregado no cálculo da equação (1.3) i bastante 
idealizado, visto que as condições impostas ao modelo sao: que 
as seções transversais planas da barra permanecem planas dura~ 
te a passagem da onda de tensão e que a tensão atua uftíforme-
8 
mente sobre cada seçao. 
Ao se estudar as soluções para a equaçao (1.3), 
verifica-se que esta admite solução geral da forma: 
u = f (c t - x) + F (c t + x) o o ( 1 . 4) 
onde 
( 1 . 5) 
Aqui F e f sao funções arbitrárias dependendo 
das condições iniciais. A função f representa a onda se pr~ 
pagando no sentido crescente de x e a fun~ão F no sentido 
oposto. 
Serão examinadas agora as consequências da solu 
çao (1.4) a qual se aplica à propagação de ondas elásticas cu-
jos comprimentos sao grandes, comparados as dimensões laterais 
da barra. 
cente de x 
forma: 
Considerando a onda se propagando no sentido decre~ 
(apenas por conveniência), o deslocamento será da 
u=F(ct+x) 
o 
Diferenciando ambos os lados da equaçao 
( 1 • 6) 
( 1 . 6) 
com respeito a x, tem-se: 
( 1. 7) 
onde F' e a derivada com relação ao argumento. Da mesma for 
ma diferenciando (1.6) com respeito a t , vem: 
que: 
ou ainda: 
onde V e 
au 




-E a partir da equaçao constitutiva, 
au 
(J = p co ;)t XX 
(J = p c V 
XX o 
definido sendo au como ;)t 
( 1 • 8) 
conclui-se 
( 1 . 9) 
(1.10) 
A equaçao acima mostra a existência de uma rela 
çao linear entre a tensao em qualquer ponto e a velocidade de 
partícula. Esta relação, 
característica 11 do material. 
ê denominada de "impedância 
Uma vez que a velocidade de pro-
pagaçao. c
0 
independe da frequência, as ondas de ,tensão -nao 
apresentam dispersão [ 2 J . 
Analisando-se o comportamento de um pulso de te~ 
sao ao longo de uma barra finita, vê-se que o mesmo ao chegar 
à extremidade 1 ivre da barra é refletido. Para se encontrar a 
natureza do pulso refletido assume-se que a condição de conto~ 
no de que as tensões normais à face da extremidade 1 ivre são nu 
1 a s . 
Seja o deslocamento do pul~o Incidente: 
(1.11) 
1 O 














E [F ' ( c 
O 
t + x ) 
(1.12) 
pelos. dóis ·.·pulsos sao 
tensão resultante fica: 
+ (1.13) 
Adotando a origem x = O na extremidade, a con 
dição de que essa extremidade i 1 ivre de tensão resulta: 
(1.14) 
Assim a forma do pulso refletido e a mesma do 
pulso incidente, mas de sinal oposto (ver figura 1.2). 
)_( 
Figura 1.2 - Pulso refletido na extremidade livre AB. v0 ve-
locidade da partícula. 
1 1 
Logo um pulso incidente de compressao é refleti 
do como pulso de tração. Jã o deslocamento em qualquer ponto 
da barra é a superposição dos dois, ou seja, 
tremidade livre da barra Assim o desloca 
menta e consequentémente a velocidade da partícula na extremi-
dade livre é .duas vezes maior do que o seu valor ao ·longo da 
barra. 
Quando um pulso de compressao chega a um conto~ 
no rígido na extremidade da barra, a condição de contorno im-
posta é de que o deslocamento seja nulo. Em x = O, de (1.11) 
e (1.12), o deslocamento resultante assume a forma: 
o (1.15) 
Com isto o deslocamento do pulso refletido (u 2 ) 
e igual e oposto ao do pulso incidente 
au 2 produz Lda .pelo pulso refletido E -
3
-
a U X 
( u 1 ) • 
é igual 
Logo a tensao 
a tensão produ-
E __ 1. 
ax 
zida pelo pulso incidente Assim, o pulso compressivo 
incidente é refletido sem variação, uma vez que a distribuição 
de tensão permanece a mesma, enquanto que, tanto o sentido de 
deslocamento quanto o de propagação da onda são opostos. Ova 
lor da tensão na extremidade rígida da barra é o dobro do seu 
valor ao longo da mesma (ver figura 1.3). 
A geração e a descrição do comportamento de pu! 





Figura l.3 - Pulso refletido na extremidade rígida AB. 
1. 2 - PULSOS GERADOS NO IMPACTO DE BARRAS 
O fenômeno de propagação de ondas de tensão em 
um sólido ocorre sempre que existe um estado de desequi 1 Íbrio 
mecânico interno. Uma forma comum e fbrtemente 




No processo de impacto entre do.is corpos, trata-
se na realidade, do distGrbio gerado na região de contato, o 
qual se propaga para o interior dos corpos com velocidade fini 
ta e cujas reflexões nas superfícies de contorno, produzem osci-
lação durante o impacto e vibrações residuais após o seu fim. 
As deformações e as tensões criadas por esse distGrbio, podem 
ser determinadas pela anilise da propagação do pulso quando os 
corpos apresentam uma forma bastante simples. 
Nesta seçao, estuda-se o impacto colinear entre 
duas barras finita.s, cujas superfícies de contato se apresentam 
perfeitamente planas. Para este estudo, a intensidade da ten-
1 3 
sao logitudinal a e a veloci.dade da partícula v', estão re-
]acionadas na equaçao (1.10). 
A variação da velocidade da partlcula sera obti 
da inicialmente, para o caso da colisão de duas barras de mes-
ma seçao transversal A e impedâncias mecânicas (pc) diferen 
tes, ver figura (1.4-a). SeJam as velocidades iniciais das bar 
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Figura 1. 4 - Variação da velocidade da partlcula no impacto co 
1 i nea r entre duas barras. 
Logo apos o impacto, ver figura (1.4-b), ondas 
longitudinai.s de compressão, de intensidades ILwl = pclt,vl se 
propagam no interior de cada barra com velocidades de propaga-
çao c 1 e c 2 , respectivamente ["3]. Estas ondas são origina-
das na interface comum de impacto, sendo que as partlculas ati~ 
gidas pelas ondas em cada barra e, em particular, a 
comum de impacto, adquirem a mesma velocidade v'. 
interface 
Verifican 
do-se a condição de equilíbrio.da interface, e sabendo-se que 
as barras possuem a mesma area transversal, consequentemente a 
tensão gerada em.cada barra~ a mesma. Logo a expressão da ten 
1 4 
sao vi~ida para a barra de velocidade inicial V] • e 
' 1 
p 1 c 1 (v' - v . ) . Assim o termo v na equação ( 1 .1 O) represe_1;_ 1 ' 1 
ta o salto na velocidade da partfcula atrav~s da frente de on-
da. 
soes para v' 
vem que 
A partir da condição de equilf·brio, as expres-
e a são obtidas na forma: 
- V 1 ) = p 1 C 1 ( V 1 - Vl' i ) 
ou, adotando a notação: Z1 = plcl e z2 = p c 2 2 ' 
z l vl . + z2 v2, 
v' ' 1 (1.16) 
z 1 + z2 
e 
v2 . - vl 
a ' 1 ' (1.17) 
1 1 
z;- + z;-
Logo, os saltos em velocidades nas frentes de 
ondas em cada barra assumem os valores: 
í z2 1r J lz 1 z;J lv2, - V barra 1 + l ' 
e 
lz 1 
z 1 l í 1] barra 2 Z 2J lv 1, - V + 2, 
1 5 
Coro as e q u aço e s ( 1. 1 6) e ( 1. 1 7) a anã 1 i se d e v a 
rios tipos de i,mpacto pode ser realizada. 
Outros aspectos importantes a serem discut[dos 
no processo de impacto entre dois corpos, são o tempo de dura-
ção e o comportamento dos pulsos de tensão, no interior de ca-
da barra, quando em presença das superffcies de contorno. 
Considere-se na elaboração desse estudo um caso 
mais simples de impacto, colinear em que as duas barras tem o 
mesmo comprimento L, mesmo material e ãreas transversais idên 
ti cas. Assumindo que para um tempo t = O as velocidades ini 
ciais, 
V 1 • ' 
' 1 
das barras sejam iguais em valor absoluto ver fi 
gura (1.5-a), logo apos o impacto, para L o < t < 
c 
os pu 1 -
sos gerados a partir da superfície de contato se propagam no 
interior de cada barra com intensidade jlioj =pcjlivj, ver figura (1.5-b). 
~ 
1vú~ - / ' - V.1i 
t=O ,~ ~, (a) 
Lc L 
V1i :~- V1i 





li r (cl )_ 
Figura 1 .5 - Impacto elãstico entre ba7ra7i°dê,:;-ticas 
1 6 
A partir da condição de equilíbrio na interface, 
tem-se a nova velocidade das partículas, v': 
pc(v' - V ·1) 
1 ' 
p C ( V l 
' 
- V t) 
=> v' o 
Assim, apos a passagem da frente de onda, as Pª.!:. 
tTculas tendem ao repouso. 
as barras com velocidade c, 
Aqui, as frentes de onda percorrem 
mas em sentidos opostos. Jâ pa-
L 
ra t = -
c 
observe-ve que as barras se encontram totalmente 
comprimidas e completamente em repouso. 
A condição de contorno imposta nas barras de ex 
tremidade livre, ou seja·, a tensao em suas extremida.des énu·là; 
-as ondas de compressao sao, para l<t<2!:. 
c c ' 
totalmente re 
fletidas como ondas de tração, ver figura (1.5-c). Sendo assim, 
as tens5es se anulam gradualmente, donde se conclui que, as on 
das origina.das nas superfícies de contorno funcionam como ondas 
de descarregamento. Para t = 2L 
c 
onde se verifica o térmi 
no do impacto, as partículas no plano comum de impacto aprese~ 
tam velocidades iguais e opostas à incidente, enquanto as bar 
ras se encontram totalmente livres de tensao, ver figura (l.5-d). 
Para completar o exame de impactos elâsticos em 
barras de mesma ârea transversal, considere-se o caso de duas 
barras de mesmo material e de comprimentos e velocidades 
ciais diferentes [4]. 
i n i -
Adotando L2 = 2L 1 , figura (1.6-a) e que para 
t = o se tenha V 1' i = 2 V 2, , descreve-se ,em segui da o com-
1 7 
portamento dos pulsos ao longo de cada barra para diversos te~ 
pos de propagaçio. Logo após a colisio, as partículas, bem c~ 
mo a interface comum de impacto, adquirem uma velocidade comum 
de v' 1 ~ 2 Par a o < t < 
1 L 1 
2 c 
Pulsos de 
compressio se propagam em cada barra, cuja.s velocidades das fren 
tes de onda sio de 1 [v 2 , i - v1 , i] .e f f 1, i - v2 , i] para as bar-
ras de comprimentos L1 e L2, respectivamente, ver figura ( 1. 6-b). 
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Figura 1.6 - Impacto ·efást icei entre b'ár-ras de comprimentos diferentes. 




figura (1.6-c), o pulso 
de compressao na barra menor atinge a sua extremidade livre,e~ 
quanto a ba.rra .maior se encontra parcia,lmente comprimida. Já 
para t = 1 Ll o pulso de compressao na barra menor está 
2 c 
parcial~ente anulado pelo pulso de traçao, refletido de sua ex 
tremidade livre, cujas partículas, apos a sua passagem, adqui-
rem a velocidade v 1, f = v2, i , como indicada ·na figura (1.6-d). 
Nesse instante o distQrbio nio atingiu ainda a extremidade 1 i-
vre da barra maior. 
A barra menor se encontra livre de: tensio em 
t = com velocidade final V2 • 
' 1 
Apesar da mesma se en 
contrar 1 ivre de tensio, o contato continua e a segunda barra, 
se apresenta agora, toda ela comprimida com velocidade das pa~ 
tículas igual a v' figura (1.6-e). Enquanto isso a interfa 
ce comum de impacto passa a condição de extremid·ade livre, pois 
o = o ' fazendo com que ã esquerda se transmita a traçao e a 
direita, se reflete a ~ompressao como traçio. Logo, para 
. 5 L 1 
t = - -
2 c 
figura (1.6-f), as partículas da extremidade di 
rei ta a d q u i r em a v e l o c i d a d e v 2 , f = v 1 , i ·, enquanto que, pela 
condição de equilíbrio na interface, as partículas localizadas 
na extremidade esquerda passam a ter a mesma velocidade da bar 
ra menor, ou seja, Observe-se que a parte.central da 
barra maior encontra-se ainda comprimida. As duas barras per-
manecem em contato até o tempo 
. L 1 
4 -
c 
, quando a onda refleti 
da na barra maior chega ao plano comum de impacto. Esta onda 
agora encontra a superfície livre, e não podendo ser transmit.!_ 
da ã barra menor, reflete de acordo com a condição de contorno. 
Assim, sucessiv•s reflex~es em ambas as extremidades da barra 
maior, resultam uma vibração ao longo desta. A amplitude da 
1 9 
tensão para essa oscilação e de 
O mesmo processo empregado no estudo do compor-
tamento do pulso no caso descrito acima, prevalece para o caso 
em que a barra maior se encontra em repouso. Para este caso 
específico, as velocidades nas frentes de onda e as amplitudes 
das tensões são obtidas pelas mesmas expressoes do caso ante-
rior, levando-se em conta a condição de v
2
, i = O 
Estuda-se agora o caso em que o impacto se veri 
fica entre duas barras de seções transversais e impedâncias d! 
ferentes. Considere-se, então, uma barra 8
1 se movendo com 
velocidade inicial 
V 1, 















, 1 , 1 
ver figu-
Vi •i 
8 zl ;: 
1( -l...2 >I 
Figura 1.7 - Impacto elástico entre barras de areas e impedân-
cias diferentes. 
Sendo v' 
apos o impacto, no tempo 
a velocidade comum em ambas as barras 
L 1 L2 
O< t < -.- -.- , a partir da condi-
c 1 Cz 
ção aproximada de que as forças atuante nas barras são iguais 
ten-na interface comum, e adotando o 1 
sões geradas, têm-se que: 
e como sendo as 
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ou ainda: 





' 1 (1.18) 
As expressoes para e podem ser assim 
faci ]mente determinadas, resultando: 
A2Z1Z2(v1,i - V 2 . ) 
ª1 
' 1 (1.19) 
AIZI + A2Z2 
e 
A1Z1Z2(v1,i - V 2 . ) 
º2 = ' 1 (1.20) A1Z1 + A2Z2 
Ao analisar-se as expressoes acima para barras 
de mesmo material, ou seja , z 1 = z2 ' 
e escrevendo a rela-
çao das areas como- sendo A1/A2 = y ' 
a velocidade de impacto 
resulta na expressao: 
V2 • + y V J • 
, 1 , 1 
1 + y (1.21) 
já para V 1 = 0 , tem-se que V2 • = y V 1 • 
, 1 , 1 
2 1 
1.3 - TRANSMISSÃO E REFLEXÃO NA PRESENÇA DE DESCONTINUIDADES 
Um outro aspecto a ser estudado na transmissão 
de um pulso em meios unidimensionais, é o seu comportamento em 
presença de uma mudança brusca das propriedades do meio. Con-
sidere-se para tal duas barras de impedâncias diferentes, per-
feitamente unidas através de uma superfície de descontinuidade 
MN, ver figura (1.8). Tomando-se a. 
1 
como sendo a intensida-
de da onda compressiva incidente propagando-se para a direita 
na barra com seção transversal a mesma e parcial-





Figura 1.8 - Transmissão de um pulso em presença da desconti-
nuidade MN. 
A onda de tensão transmitida atraves de 
intensidade ªt bem como, a onda de tensão refletida ao lon 
go de de intensidade ªr , são ambas governadas pela equ~ 
ção (1.10), satisfazendo a duas condições em MN: 
i ) As forças na interface plana MN atuando em B 1 e B2 sao 
iguais, para todo o tempo. 
i i ) A velocidade. das par.tícu.las, nessa interface, para ambas 
as barras, e a mesma. 
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Assim, a primeira condição fornece que: 
(1.22) 
e sabendo-se que cr. 
1 
e se deslocam em direções opostas, 





cr. - cr , r cr t 
z1 = z; 
onde v representa a velocidade das partfculas. 
( 1 . 23) 
Das equaçoes (1.22 -1.23) pode-se assim determi 
nar a intensidade das ondas de tensão transmitida e 





Na anã] ise das equações (1.24 -1.25) observa-se 
que quando as barras são do mesmo material, para 
uma simples variação na seção transversal, os pulsos incidente 
e refletido podem ter sinais iguais ou opostos, em havendo, 
acréscimo ou descréscimo, respectivamente, da :área_ da seçao 
transversal. Também a intensidade do pulso transmitido pode 




2 - PROPAGAÇÃO EM MEIOS UNIDIMENSIONAIS NÃO HOMOGÊNEOS 
2.1 - PULSOS EM BARRAS COM SEÇÃO TRANSVERSAL VARIÃVEL 
O estudo teõrico da propagaçao de ondas de ten-
-sao em barras com seçao transversal variável, aborda 
do com base na teoria elementar. 
Considere-se inicialmente uma barra retilfnea de 
seçao transversal A(x}, com parâmetros ffsicos p(x} e É(x). 
Supondo que sobre a mesma atuam tensões longitudinais rr(x, t} 
uniformes, em cada seçio transversal, e carregamento axial ex-
terno P(x, t}, a equaçao dinâmica unidimensional para um ele 
mento da barra, ver figura (2.1), i obtida a partir da quanti-
dade de movimento 1 inear. Tomando-se u(x, t) 
deslocamento da partícula, tem-se: 
como sendo o 
dA(X) 
g X 
Figura 2.1 - Forças atuando em um elemento de seçio variável. 
ou ainda: 
A (x} 
dx ºj + P (x, t) ox = p(x} 
CT d : ~-X} + A (X} ~ ~- + p (x ' t } = p (x} A (X} 
· a 2 u A (x} ox 
at 2 
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Introduzindo na equaçao acima a notação: 
d A (x) 
dx A' ' e 






onde p e a densidade d o material . 
= p(x) Utt 
Com a utilização da equaça-0 constitutiva 
na equaçao acima, onde para pequenas deformações E = u 





( 2 • 1 ) 
( 1 . 2) 
a 
X 
( 2. 2) 
P (x, t) sendo G2 = E/p a velocidade de propagaçao e F (x, t) = A(x) p(x)· 
Efetuando o estudo da propagaçao para o caso em 
que os parâmetros de materiais permanecem constantes e, ainda, 
que o meio não sofre excitação externa, ou seja, 
a equaçao (2. 1) toma a forma: 
p ( x, t ) = o ' 
( 2. 3) 
sendo v a velocidade das partículas do meio. Expressando a 
equação acima em termos de deslocamentos, tem•se: 




De um modo geral o estudo da propagaçao de on-
das se dá em termos da tensão o. Para este fim, deriva-se a 
equaçao (2.3) com relação a x e sabendo-se que, 
equaçao resultante será: 




A' + (-) 
A 
o = E u a 
X 
( 2 . 5) 
A equação (2,5) governa a propagaçao de ondas 
de tensão ao longo de uma barra fina, cuja nao homogeneidade, 
e caracterizada pela variação de sua seçao transversal. 
A seleção dos métodos uti 1 izados na resolução 
dos problemas físicos envolvendo equação diferenciais parciais, 
está baseada na geometria do problema e no caráter das condi-
çoes de contorno. 
2.2 - M~TODO DAS VARIÁVEIS CARACTERÍSTICAS 
A anã! ise da propagaçao de ondas em barras de 
se ç a o v a r i á v e 1 se r á d e se n v o 1 v i d a me d i a n t e a s o 1 u ç ão n umé ri ca d e 
problemas de valor incial (Cauchy) para as equaçoes diferenciais 
parciais a duas variáveis independentes (2.4 -2.5), tendo por 
base o estudo de características. 
O método das características consiste na esco-
1 ha de coordenadas apropriadas (coordenadas característi'cas) nas 
quais o sistema original de equações hiperbólicas, assume uma 
forma mais adequada à integração. ú ti 1 somente no caso de 
equações hiperbÕl icas, o método permite também a obtenção ante 
cipada de várias propriedades e aspectos da solução [ 6]. 
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Baseia-se o método na verificação da existên-
eia de curvas T tais que, tendo-se dados iniciais (valor da 
variável dependente e derivada normal) sobre T , seja impos-
sível, com o uso da equação diferencial, ou o sistema diferen 
cial equivalente, a determinação das derivadas da variável d~ 
pendente normais â curva, de ordem superior. -Tais curvas sao 
denominadas curvas características e o problema de valor ini-
cial dado em T não apresenta solução Ünica. Pode-se depreender disto 
que a solução se propaga ao longo das curvas características nao 
podendo assim, estender-se a sua vizinhança [ 7]. 
As equações de onda (2 .4 - 2.5) possuem duas fa 
míl ias independentes de curvas característi.cas sendo desta for 
ma classificadas como equaçoes hiperbôl icas. As equações aci_ 
ma citadas podem também, ser representadas de um modo mais sim 
ples, ou seja, através de sistemas de equações diferenciais de 
primeira ordem, dados pela equação constitutiva e pela equa-
ção dinâmica (2.3) Logo adotado o sistema 
( 2 . 6) 
onde o Índice indica derivadas parciais, o passo a seguir e a 
·determinação de direções características no plano xt, ao lon 
godas quais, o sistema (2.6) possa fornecer relações 
a e V numa mesma direção. 
entre 
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Escrevendo o sistema acima na forma matricial, 
tem-se: 
~1 
w + ~2 w -x -t + ~3 w = o ( 2. 7) 
onde: 
[ : J ; 1º -E] [: ºl r~A :J w ~1 = • M = e ~3 L1 o , ,,2 -p J 
O sistema hiperbólico (2.7) possue em cada po~ 
to duas direções características, cujas curvas integrais po-
dem ser obtidas a partir de uma transformação de variáveis in 
dependentes: 
/; = ((X, t) 
( 2 . 8) 
11 = n(x, t) 
com o jacobiano: 
[
/; X 
J = det 
llx 
( 2. 9) 
nao nulo em todos os pontos. Aplicando a transformação (2.8) 
em (2. 7), tem-se: 
ou ainda: 
e, supondo que 
i) para n = cte 
dt 'F o 
dx 
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para todos os pontos vem que: 
dx M 
(~1 + dt =2) ~ç çx + ~3 w o 
ii) para ç cte 
Para as duas curvas acima, o sistema tem solução -nao trivial 
se: 
d e t [~ 1 + 
dx 
dt ~2J = o 
ou 







dt = ± e (2.10) 
A equaçao (2.10) especifica em cada ponto do 
plano x, t duas direções caracterfsticas. Observa-se que p~ 
ra cada curva caracterfstica acima, o sistema (2.7) se encon-
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tra reduzido a uma Única equaçao diferencial ordinária. 
Escolhendo arbitrariamente os sinais em (2:10), 
o sistema escfi.to na forma diferencial resulta: 
e+: !; = cte 
dx 
(a) = c dt 
(2.11) 
pc V s + An s ( b) 
n n A 
c: n cte 
dx 
dt - c ( a ) 
(2.12) 
= - s -
!; 
( b) 
onde V e S representam a tensao e a velocidade em função 
das novas variáveis i; e n Os Índices em (2.11 -2.12) indi 
cam derivação. 
Para o caso mais comum de dados iniciais (em 
t = O), as curvas características no plano x, t estao repr~ 
sentadas na figura 2.2 , bem como, o domfnio de dependincia 
da solução para um ponto qualquer P(x, t). O valor da solu-
çao nesse ponto é determinado a partir dos valores i n i eia is 
prescritos no segmento AB do eixo dos x , e dos carregame~ 
tos externos em todo o domínio A BP. 
3 1 
A 8 X 
Figura 2.2 - Curvas caracterfsticas no plano x t. Domfnio de 
dependência da solução para 
P(x, t). 
um ponto qualquer 
Um dos procedimentos mal s ut i 1 i zados para a i~ 
plementação numerica do mêtodo das caracterfsticas e consegue~ 
te obtenção de solução aproximada para o sistema (2.11 
2.12), consiste em dividir a região desejada do plano xt em 
uma malha caracterfstica, ond~ o sistema acima possa ser in-
tegrado [ 8]. Para isso ut i 1 i za-se o processo. das diferenças 
finitas, onde as equações do sistema (2.11 -2.12) tomam a for 
ma: 




c = - i'it 




- 6S - óA S 
A 
A solução para o sistema acima utilizadando as 
diferencás finitas será estudada na próxima seção. 
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Para especificar uma transformação (2 .. 8)° que for 
neça as curvas caracterfsticas obtidas em (2.10), ou seja: 
= 
c 
difine-se as variáveis caracterfsticas como sendo: 
/;=X - Ct 
(2.13) 
n = x + ct 
A transformação (2.11) é regular, visto que c 
e constante e positivo, sendo o jacobiano (2.9): 
J 
diferente de zero em todos os pontos. A transformação inver-
sa é dada por: 
X = 
E; + n 
2 
e (2.14) 
A figura (2.3) mostra o domfnio de dependência 





Figura 2.3 - Domrnio de dependências da solução para o ponto 
p no plano das caracterrsticas. 
Definindo U(~, n) e s (C n) como o desloca 
mento e a tensao em função das variáveis caracterrsticas, a 
equaçao para a ond~ de deslocamento, (2.4), resulta na forma: 
(2.15) 
obtida com o uso da transformação (2.13); com 
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para as derivadas de primeira ordem, e 
u 
XX 





(A + 2 




As equaçoes (2.15 -2.16), cujas variáveis inde 
pendentes sao as variáveis características, são denominadas de 
forma normal. Para o sistema de primeira ordem, (2.6), tem-se: 
(2.17) 
Observe-se que na equaçao (2.15) a influência 
da nao homogeneidade na propagação de um pulso em barras de 
A' seção variável, se encontra caracterizada pelo termo /2A. Pa 
ra uma barra homogênea com seção constante, a equação resulta 
em UE;
11 
= O , admitindo a solução geral: 
U (i;, 11) = F (E;) + G (11) 
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ou ainda: 
u(x, t) = F(x - ct) + G(x + ct) 
Um aspecto importante a ser analisado, dentro 
da formulação caracterfstica, é o fenõmeno de propagação qua~ 
do em presença de descontinuidade no meio. 
A propagaçao da descontinuidade eventualmente 
presente na frente de onda, através de uma variação brusca de 
seção transversal, foi abordada no capítulo anterior, seçao 
l.3, a partir das condições de equi 1 fbrio e continuidade (1.14 -
1. 25). Observa-se que tanto a onda de tensão como a de velo-
cidade das partfculas sofrem uma descontinuidade através do 
obsticulo sendo as condições de equil lbrio e continuidade man 
tidas pelo surgimento de uma onda refletida. 
Considerando que a barra em questão possui pa-
râmetros materiais contínuos, isto é, ver figura 
(1. 8), a refração (transmissão) e a reflexão são governadas res 
pectivamente pelas equaçoes: 
2 A 1 
ºt = (J. = ( 1 - r 1 2) ºi Al + A2 1 
(2.18) 
A2 - Al 
ºr = A2 
o. r 1 2 ºi A 1 + 1 
(2.19) 
onde os fnd ices r , t representam a.incidência, reflexão e 
transmissão, respectivamente. Com a utilização da equaçao 
( 1. 10), as equações acima podem ser escritas em termos da ve-
locidade, na forma: 
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2 A1 
vt V • ( 1 - r l 2) V• (2. 20) Al + A2 1 1 
A2 - Al 
V 
Al A2 
V• r l 2 V• (2.21) r + 1 1 
O coeficiente de reflexão r 12 empregado nas 
expressoes acima especffica completamente o que ocorre com as 
ondas ao passarem pela descontinuidade notando-se também que, 
tanto a onda refletida quanto a transmitida são.cópias da 
incidente, apenas multiplicadas pelos coeficientes de re-
flexão r ou de transmissão (1 - r) 
Passando agora a examinar com mais detalhe os 
éfeitos de refração e reflexão causados pela. variação contf-
nua de A(x) , nota-se que a questão é bem mal s complexa. Ao 
cruzar cada elemento de barra dx , a onda sofre uma variação 
(refração) diferencial, emitindo uma correspondente onda dif;ê_ 
rencial refletida. A observação isolada desse efeito pode ser 
deduzida do caso anterior considerando-se uma Única variação 
elementar de area. 
Considere-se um pulso retangular incidindo em 
uma barra homogênea, cuja seção transversal varia bruscamente 
com relação a x , ver figura (2.4). Admitindo cr como sen-
do a ten.são incidente (propagando-se na direção positiva de x) 
na barra de área inicial A e que dcr é a variação da ten -
são através da descontinuidade dA existente na seção trans-
versal, a partir da equação (2.18) vem que: 
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Á\ -+ dA 
Figura 2.4 - Variação da tensao quando em presença de descon 
tinuidade na seção transversal. 
a+ da = 2A + dA a 
2A 
O efeito acumulativo dessas refrações elemen-
tares só pode ser calculado a priori para uma frente de onda 
descontínua. Uma frente de onda é uma superfície que se move 
mantendo constante uma variável característica (l;oun). Pa 
ra uma frente de onda propagando-se para a direita, tem-se 
x - ct = cte. Pode-se tomar como exemplo o pulso retangular 
citado acima, que é ~niciado e encerrado por duas frentes de 
onda descontínuas, ist-0 é, duas superfícies movendo-se com ve 
locidade c que provocam com sua passagem, alterações finitas 
na velocidade e tensão. 
Para uma frente de onda intermediaria e nao des 
contínua, acumula-se o efeito de refração, acrescido da inte 
gral das reflexões elementares da onda que a precede, por sua 
vez refratadas e re-refletidas continuamente. Esse efeito só 
pode ser computado pe1a solução completa das equações (2.4) e 
(2.5). Somente na frente de onda descontínua, o valor dos sal 
tos não é afetado a não ser pela refração contf 
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nua. Este fato é facilmente compreendido considerando uma fren 
te de onda simples (incidindo num meio em repouso) e é exten-
dido às demais frentes de onda descontínua por superposição. 
A equaçao de variação acima deduzida se aplica 
aos saltos na forma: 
d I o 1 2 dA ; - A 
1 o 1 
ou, integrada 
1 o 1 
; li 
1°ol 
Na equaçao acima 
valores de J o J e A para um ponto inicial 
(2.22) 
representam os 
x ; x 0 • Nota-se 
que a relação (2.20) engloba apenas o fenômeno da refração, 
tendo em vista que, a solução exata para as equações caracte-
rísticas se dá ao longo da frente de onda e consiste na pri-
meira aproximação para a solução, atrás dela. A solução exa-
ta para os saltos através das frentes de onda descontínua, pri-
meira aproximação para a solução total, é denominada de solu-
çao WKB (Wentzel - Kramers - Bri l loui n). 
Procedendo de modo análogo com relação à velo-
e ida de das part Ícu Ias, obtem-se a partir da equaçao (2. 20), a 
equação da refração para 1 V 1 
~ 
1 V 1 
e A(x) na forma: 
(2.23) 
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Observa-se das relações (2. 22 - 2. 23) que no 
efeito da refração contfnua atravis da frente de onda, em uma 
barra homogênea com seção variável, tanto a. tensão 1 o 1 como 
a velocidade 1 V 1 sao governadas pelo parâmetro ~ 
Admitindo como novas variáveis dependentes S 
e V definidas como: 
s o ;; e V= V ;; (2.24) 
onde V= Ut as equaçoes de movimento (2. 4 - 2. 5) inclui n-
do a refração contfnuas, são obtidas da substituição dos res-
pectivos valores da tensão e velocidades, definidos em 
resultando: 
e 
- 2 AA")] 
4 A2 
= e 2 [s + S ( 2 A" A - 3 A ' 2 )J 




para as ondas de deslocamento e tensao, respectivamente. Obser 
ve-se que nas equações (2.25 - 2.26) a reflexão contfnua e g~ 
a - -vernada por derivadas de 2- ordem com rela~ao a area de seçao 
transversal A. 
Tambim as equaçoes acima podem ser representa-
das por um sistema de primeira ordem, sistema (2.6), 
em termos das novas variáveis dependentes, fica: 
o qual 
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- E(V - A' st = - V 2A) X 
(2.27) 
- A' 
p V t s + s 2A . X 
Aplicando a formulação caracterfstica à refra-
çao contfnua, o sistema de equações de primeira ordem assume 
a forma: 
/; = cte 
T) = cte 
+ /',x c c = Xt 
- -
pc V = s + 
T) T) 
c e = -
= -
( s V) A' + TiA 
A' 
(S + V) 4A 
(2.28) 
(2. 29) 
Dentro do estudo de propagaçao em meio uni ai-
mensional nao homogêneo, um fato importante a ser discutido 
consiste na decomposição da tensão, da região.de não homogene.!_ 
dade em suas parcelas + e e e . Para isso considere-se o 
problema de impacto em barra semi-infinita, seção 1.2, cuja ln 
tensidade da tensão originada da interface de impacto e de 
lcrl=pcv. As novas variáveis são definidas como sendo: 
<j, = <J + PcV 
2 
4 1 
e 1Jj = <J -; PcV 
2 (2. 3 O) 
com <j, apresentando a parcela da tensio que se desloca para 
a direita e 1Jj a parcela que se desl-oca para a esquerda. 
O sistema (2 .. 6), que governa o problema de pr~ 
pagaçao em meio unidimensional nio homogineo, pode ser escri-
to na forma: 











Com a util izaçio das novas variáveis, (2.30), o 
sistema acima assume a forma: 
<j,t cj, + 
A' ( cj, + wl e e 2A X 
(2.32) 
*t = -c 1Jj 
A' ( <j, + 1Jj) - c 2A X 
Para as variáveis características definidas em 
(2.13), o sistema (2.32) passa a ser integravel sob a forma: 
A' 4A (<j, + 1/i) 
(2.33) 
A' 4A (cj, + 1/i) 
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Observe-se no sistema acima que para a parcela 
~ da tensao propagando-se na direção da caracterfsticas ~' 
+ 
e ' verifica-se a presença da parcela * (referente ao pul-
se refletido), junto ao termo de caracterização da não homoge 
neidade. O mesmo efeito de acoplamento acontece com relação 
a parcela * da tensão propagando-se na direção da caracterfs 
tica ri. 
Para uma melhor visualização da análise discu-
tida acima, considere-se agora o problema incluindo implicit~ 
mente a refração contfnua, definida em (2.22 - 2.23). Para as 
novas variáveis ~ e * a refração contfnua define-se: 
tema (2. 32) 
e (2.34) 








<I> = -e - c 
X 2A 
Com o emprego das variáveis caracterfsticas ~ 
e Tl , o sistema acima assume a forma: 
<!>~ 
A' 




<I> = - 4Ã Tl 
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Observe-se no sistema (2.36) a presença isola-
da da parcela '11 da tensão na propagação de <I> na direção !;, 
bem como a presença de <I> na propagaçao '11 na direção n, 
uma vez que a refraçao contfnua encontra-se incluida no equa-
cionamento. Agora, o efeito explicito da não homogeneidade se 
reduz à reflexão. 
2.3 - SOLUÇAO NUMtRICA 
Para o problema de propagaçao envolvendo duas 
equaçoes hiperbólicas de primeira ordem, a duas variáveis in-
dependentes, o método de integração ao longo das caracterfst~ 
cas, é usualmente o processo mais conveniente ê preciso. Se as 
equações não apresentam grande com.plexidade e conhecendo-se o 
comportamento das soluções, pode-se desde já fazer uso do pr~ 
cesso de diferenças finitas, desde que, as 1 imitações impostas 
pelas características sejam consideradas no seu desenvolvime~ 
to [ 9 J. Nesta seção, a solução numérica para o caso de um 
pulso inicial arbitrário propagando-se em uma barra fina de se 
çao transversal variável, será obtida pelo processo de diferen 
ças finitas. 
Como foi visto nas seçao anterior, a solução 
para o sistema característico (2.11 - 2.12), consiste na divi 
são do plano xt em uma malha característica retilínea. No 
interior desta malha, a região de variação de seçao encontra-
se dividida em N intervalos de comprimento Í!.x , ver figura 
Í!.X 
c 
A equação (2.11-a) 2.5, onde o passo no tempo e Í!.t 
resulta em. uma diagonal de inclinação positiva no interior da 
malha, descrita pela linha AP. Logo a partir das condições 
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iniciais, ou seja, sendo conhecidos os valores de a e v no 
ponto A , a equaçao (2. 11-b) pode ser integrada ao longo de 
e/ entre os limites A e P e desta forma ser escrita em ter 






Ay ~ B . 
(J 
~l( )1 i-1 ' i + 1 !ii'-,c i t 
Xi 
.ti 
Figura 2.5 - Malha característica no plano xt. Solução para 
o sistema no Ponto P. 
De forma anil oga, tem-se que a equaçao (2. 12-a) 
fornece um a d i a go na l d e i n c l i nação nega t i v a , d e s c r i ta p e l a l .!_ 
nha BP. A equaçao (2.12-b) integrada ao londo c , com va-
lores conhecidos de a e v no ponto B , origina a segunda 
equaçao com as i ncogn i tas a e v para o ponto P. Desta for 
ma, a solução para um ponto qualquer no plano xt , e obtida. 
Assim, sob determinadas condiçoes, um processo passo a passo 
no tempo possibilita, a determinação da solução para o siste-
ma (2.11 - 2.12) em todos os pontos da malha. 
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Aplicando o processo de diferenças finitas pa-
ra o sistema em questao, obtem-se para S .. 
1 
= S(x., t. 
1
) 
1,J+ 1 j+ 
a expressao: 
s. . 1 = s p(i-1,j) + s ( . 1 . ) (2.37) 1 'j + r . 1 + , J 
com: 
[t 1 A. - A. 1 5p(i-1,j) 1 1 - ) s. 1 . z = - - v. 1 .J 2 A. 1 1 - 'J 1 - 'j : 1-
( 2. 38) 
[( 1 
A. - A. 1 l 1 1+ ) s r(i+l,j) = - s. 1 . + z vi+l ,jj 2 A. 1 1 + 'j 1+ 
onde Z e a impedância do material definida por pC. 
De maneira análogo procede-se com relação ave 
locidade, isto e: 
V• • 1 V p(i-1,j) + V r(i+l,j) (2. 39) 1 'j + 
com 
[v i - 1 , j 
A. - A. 1 l 1 1 
V p(i-1,j) = 
- ( 1 - 1 - ) 
\-1,j;zj 2 A. 1 1-
(2.40) 
1 r A. - A l 1 i + 1 ) 
V r(i+l ,j) = lvi+l ,j 
+ ( 1 - 5 
i + 1 , j / zj 2 Ai+l 
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As expressoes acima fornecem soluções para 
j > e 1 < i < N + 1 , sendo N o numero de intervalos em 
que foi dividida a região de descontinuidade. 
As condições iniciais e de contorno imposta ao 
problema, sao descritas como segue: 
- Para j = 1 (condições iniciais) pode ser adotada qua.!_ 
quer distribuição de tensões e velocidades. A prescri-
ção de um pulso inicial propagando-se para a direita é 
estabelecida quando prevalece entre tensoes e velocida-
des iniciais a relação 
cr. l =-Z v. l 
1 , 1 , 
Alternativamente, pode-se evitar a necessidade de um lon 
go suporte inicial para o pulso, injetando-o via condi-
ção de contorno, como a seguir. 
- Para i = 1 supondo-se que a esquerda o meio e homogi 
neo (barra uniforme) a onda incidente Sp , com veloci-
dade de partícula VP = Sp/z pode ser prescrita 
trariamente. 
ar b i -
Aqui, os valores de S e r V , obtidos com a integra-r 
ção numérica, fornecem uma aproximação para a onda re-
fletida pelo meio à direita. 
i i - Para i = NP + 1 (contorno f i na 1 d a r e g i ão na homogênea) 
tem-se que a onda refletida Sr é identicamente nula, 
enquanto que, 
táculo. 
Sp(N,j) e a ond~ transmitida ap6s o obs 
47 
Os valores para a tensao e velocidade em todos 
os pontos da região de não homogeneidade, no plano xt, fo-
ram determinados através de um programa computacional, figura 
2.6, escrito em 1 inguagem FORTRAN. A variação da seção t ran s 
versal da barra, neste exemplo é dada na forma: 
A(x) II 





( D + d) ( D - d) prr(xl- 1 )] (2. 42) = + cos 
2 2 
sendo L o comprimento do obstáculo, D e d os diâmetros ma 
ximo e mínimo da barra, respectivamente. 
Observe-se no programa computacional que as fun 
-çoes SPRO e VPRO (onda progressiva), SREG e VREG (onda 
regressiva) relacionadas com os contornos inicial e final da 
região não homogênea, obstáculo, estão, respectivamente, rela 
cionadas as parcelas ~ e ~ descritas na seção anterior. A 
não utilização das relações em que se define a refração contl 
nua na formulação destas funções, se deve ao fato de que as on 
das são tratadas fora da região em que A varia com x, ou 
seja, em pontos onde a barra se apresenta uniforme. 
Na análise de convergência para o programa el~ 
borado acima, uti 1 izou-se como critério, a conservação da ener 
gia elástica total do sistema. Sabendo-se que a energia to-
tal do sistema é dada pela soma das energias potencial de de-
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formação e cinética [10], para um meio unidimensional tem-se: 
E= fl (2~) o 2 +} p v 2 ) A(x) dx 
o 
Logo o balanço de energia, para .este caso, co~ 
siste na igualdade da energia total incidente à soma das ener 
gias totais refletida e transmitida. A utilização deste pro-
cesso resultou em convergência de 97% calculada com a inclu 
são de todos os pontos em que a amplitude da onda 
significativa. 
permanece 
Todo o processo discutido acima, para o probl~ 
ma de propagação em barras de seção variàvel, torna-se simpli 
ficado quando a barra apresenta uma variação de seção brusca, 
degrau, cuja solução numérica é obtida do uso direto das equ~ 
çoes (1.24 - 1.25). No entanto os resultados experimentais 
divergem bastantes dos teóricos quando a variação brusca de 
seção é muito acentuada. 
Os resultados obtidos pelo programa computaci~ 
nal, bem como, da uti 1 ização direta das fórmulas (1.24 - 1.25) 
são apresentados em gráficados nos próximos capítulos. 
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C CALCULO DAS T~NSOES E VELOCIDADES EM UMA BARRA 





DitH:"f\JS.T.ON SPF~0(125), \/Pf'~O(l.25), SREG(125J, VREG(125) 
DIMcNSIOiJ STRt,N ( 1-iOOO), VTRAN (4000) 
cor-:MOi.! ()/,~(125), OAD(125), S(12:i), V(125), Z 
READ(S,100)G,C,N,NT,NI,ND,~F 
R E A D l 5 , 1 O 1 J (/.1 t I J , I = l. , 1 2 2 J 




MODlJLO DE ELASTICIDADE 
E=G*C**2 
C ONDA INCIDENTF 011JGINADA DO IMPACTO DE UM PROJETIL DE ALUMI 
f,il íJ 
C C0f·1 CDrtPRJM[!,~TO L íHLJl1ETR0S 





10 CfJfHHIU[ ºº 12 J:::t,~jf) 
vrr-,c l.Jl=-SPJC CJJ ,z 
12 crHJT l~~iüE 
"º 1 =fJ[>+ l 
D O 1 '.3 J ::: ~1 U 1 , i·J T 
SlNC(J)=O. 
'i/INC l.J) ::O .. 
J 5 CC!i'·JTihHJE 




O A D (l ) = l - ( ( à ( I) - A ( I+ 1 J l / A CI • l l l 
I ::r,iP 1 
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D~ t (1 ) = l - ( ( A (I ) - A (I - i ) ) f./J, (I - l ) ) 
D O 3 O I = 2 , i'J 
D A E (l) ;;: 1- ( ( •\ ( !) - A. C I - 1 ) ) / A ( I -1 J ) 
30 DAD(IJ=l-((1(!)-A(l+l)l/A(I+IJJ 
DO 50 ,J::2, iH 
C ONDA PROGRESS1VA 
~JPRO ( 1) =Sl:')C (,J} 
VPRO(l)=VINC(-1) 
C ONDA REGRESSIVA 
SREG(l)=S~(l) 
VREG(l)::VR(!J 
C ONDA REFLETIDA 
SREF ( ,J) =SREG ( 1) 
VREF (.J) =VREG { 1} 
D O i.j 0 I::: 2 , f-i 











VREG p ... :p 1) =O .. 
on as J:;;i,h1P1 
S(I)=SREG(l)+SPRU(I) 
V ( l J =VREG ( l) +V;·'Rêi ( l) 
45 CONTif"·JUE 
50 COf".JTli\:Uf 
- \. ~ - - -
C CALCULO DOS SOMATORIOS DAS TENSOES f VELOCIDADES INCIDENTES 
, 
C REFLET!OAS E TRA~lSNIT!DAS 
35]\JC:::O. 























l 0 1 í=' O R ~.., {1 T ( 9 F 8 • Ll.) 
102 FORNAT(8F7.3) 
2 0 O FOR iãli A T ( 3 X , ' SR E F ( ' 1 5 ' ) = ' , E 1 a. 6, ? O X, ' \J P. E F ( ' I 5 ' ) = ' , E 1 4. ó , /) 
2 O 1 F O íi ,." A T (3 ;{ , ' S Ti< A'" ( ' IS ' J :: ' , E l ~ • i,, 2 Q X , ' V T R A N ( 1 I 5 1 J = ' , E 111. & , /J 
2 O 2 f O R í·~ A T ( 3 ;\ , ' t I i>l C = ' , E 1 4 .. 6, l O X , ! E R E f: ' , C 1 ,~ • 6, 1 O X , ' E T R Ai~: ' , E 1 ü. 
rUNCTIOU S!1(T) 




C U ~ir,·; O;\; D ( 1 2 ~) , X ( 1 t: 5 ) , S ( 1 2 '3 ) , V ( 1 2 5) , Z 
SP=O.S•Cü(IJ•SII-1)-Z•V(I-1)) 
pr:: TU:-~:-.. : 
E 1"'l G 
FUi.JCTI.JN VH(I} 









Figura 2.6 - Programa básico para a solução da propagaçao de 





3 - EXPERIMENTOS 
3,l - DESCRIÇÃO DOS EXPERIMENTOS 
Um experimento inicial de propagaçao de pulsos 
em barras foi conduzido com o objetivo de verificar as limita-
ç~es da teoria unidimensional e estabelecer técnicas de experl 
mentação que possibilitem o estudo de novos aspectos relaciona 
dos com a propagação de ondas. Foi estudada experimentalmente 
a propagação de pulsos e sua filtragem em barras com seçao va-
riãvel em uma pequena região, cujo comprimento é inferior a uma 
dezena de diâmetros da barra. Para tais obstáculos curtos, -e 
esperada a maior discrepância entre teoria e experimento. 
O ex p e r i me n to d e p r opa g a ç a O· u t i l i z a um à barra de 
alumínio ci l Índrica de 2 metros de comprimento com 1 2. 6 mm de 
diâmetro. A variação de seção transversal, centralmente locall 
zada, tem comrpimento de 60 mm Essa variação foi obtida por 
usinagem e medida com precisão (0.001 mm) por intermédio de um 
projetor de perfil, utilizando-se intervalos de ·deslocamentos 
de O. 5 mm. Uma aproximação para essa variação, encontra-se 
prescrita na curva cosenoidal (2.41). A figura 3.1 compara a 
variação cosenoidal com a realmente obtida. 
A barra encontra-se apoiada em mancais de T.eflon, 
apresentando uma extremidade livre e a outra amorteciêla por·meio 
de um anteparo fixo de material viscoelástico. Um esquema do 

























1'22. Ô.X ( h'lrn) 
___ experimental 
Figura 3.1 - Variação de seçao transversal - curvas 
experimental. 
teórica e 
Para a medida dos pulsos incidente, refletido e 
transmitido utilizou-se extensómetros elitricos (strain-gages) 
de comprimento 0.3mm, marca KYOWA, tipo KFC-03-Cl-aa Gage-
Factor de 2.04 e resistincia de 120.Zíl, com um par de exten-
sómetros diametralmente opostos, cementados à barra. As esta-
-çoes foram localizadas a 500 mm de cada extremidade, na 
na direção axial . Os extensómet ros- 1 oca li zados a 500 mm 
da extremidade l i vre registram a passagem dos pulsos_i~ 
cidente e refletido, enquanto os extensómetros a 500 mm da ex 
tremidade_amortecida registram a passagem do pulso transmitido. 
A obtenção dos dados se di atravis de fotogra-
f i as d a te l a do os c i l os c ó p i o (Te k t r o n i x , 5 6 4 B) , a o q u a I se e n -
contram conectadas as duas pontes de strain-gages, figura 3.3, 
cujo trigger i disparado por uma ponte deletora, localizada a 
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• DUPLO TRAÇO 





R - Reststencia 
SG -Strain -Gag-e 
TP "'P-otenctom-etro 
CH -Chavo 
Figura 3.3 - Esquema da Ponte de Wheatstone 
Ap6s os resultados obtidos para a variação de 
seção descrita anteriormente e ilustrada na figura 3.4, ti O V a 
experiência foi realizada para um obstáculo brusco, corn 2 de-
graus; de mesmo comprimento do obstáculo suave e de diâmetro 
i gu a 1 a 6. 3 mm . 
Figura 3.4 - Variação suave de seção transversal. 
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Para a geraçao do pulso incidente. uti 1 izou-se 
urn dispositivo de impacto constituído de um tubo de PVC, diâ 
metro interno de 15 mm e comprimento 
um compressor de ar. 
metro, ao qual se en-
contra acoplado Este dispositivo) apoi~ 
do tambCm sobre mancais e colinear com a barra, tem como obj_E' 
tiva o disparo de projéteis. Os dispositivos agregados para 
o seu funcionamento são descritos simplificadamente a seguir: 
Um gatilho disparador, situado a 40 O mm da extremidade 
esquerda, ver esquema experimental, para o qual foi adota 
do um sistema pino-mola. O pino, ao penetrar no tuboi tem 
a funçio de reter o projêti I para ac~mu]o de pressao. O 
sistema pino-mola bem como um dos projêteis utilizados nas 
experl~nclas, sao n1ostrados na figura 3.5. 
Figura 3.5 - Gatilho disparador no dispositivo de impacto, 
59 
11 - Na extremidade I ivre do tubo e conectado um captador fotsi 
elétrico, ver figura 3.6, cuja finalidade consiste na me-
dição da velocidade de impacto do projêtll 
Este captador foi introduzido na experiência apos um pri-
melro teste, tendo em vista a destruiçao das pontes de 
strain-gage, na utilização de um impacto rnulto forte, po~ 
sibilitou o cálculo de uma faix~ de variação da velocidade 
de impacto~ apenas necessária ã obtenção do sinal 1 evita~ 
do assim, possíveis avarias na instrumentaçáo ou ruptura 
do material da barra. 
Figura 3.6 - Captador fotoelêtrico para medição da velocidade 
de impacto. 
As velocidades máxima ' ' e m1n1rna de 
1 izadas na experiência foram de 1 4 m/ s e 4 m/ s, 
impacto uti-
respect i va-
mente. Uma vez que o captador fotoelêtrico nao foi uti izado 
durante a experiência, a faixa de velocidade admitida, foi 
a s se g u r a d a p e I a p r e s sã o ex e r c i d a no pro j é t i l a n te s d o impacto. 
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Ili - Entre a barra e o dispositivo de impacto, adaptou-se uma 
PVC, com 195 rnm de cornprlmentoJ ver figura 3.7, 
colinear com a barrai permitindo a passagem 1ivre do pr~ 
jêtíl e evitando assim a influência da pressão exercida 
pelo ar comprimido, no momento do impacto. 
Figura 3.7 - Guia para passagem 
tivo de impacto. 
ivre do projétil no disposi-
Os resultados experimentais obtidos no impacto 
de diversos projéteis, para as variações suave e brusca da se 
ção transversal, são descritos e analisados nas próximas se-
çoes. 
6 1 
3.2 - UTILIZAÇÃO DE PROJtTIL LONGO 
Os resultados aqui apresentados foram obtidos 
a partir de fotografias da tela do osciloscópio e plotados em 
gráficos deformação'x tempo para melhor visualização e inter 
pretaçao. A deformação medida corresponde à tensao com base 
no modelo elástico. As curvas experimentais serão aqui trata 
das com a variável tensão. Embora as medidas sejam efetuadas 
na superfície da barra, a hipótese de uniformidade de tensões 
na seção transversal, (ver seção 2.1), válida a partir de uma 
dezena de diâmetros de distância das regiões de impacto e ou-
tros acidentes, sera aqui aplicada. 
A primeira parte da experiência consiste no im 
pacto longitudinal de um projétil cilíndrico de alumínio, lon 
go, de comprimento 150 mm e diâmetro igual a 1 2. 6 mm De 
acordo com a teoria de impacto desenvolvida nas seçoes 1.2-1.3, 
pulsos longitudinais de compressão são originados na interfa-
ce comum de impacto, propagando-se ao longo da barra e do pr~ 
j ét i l com mesma intensidade mas em senti dos opostos. Teor icame~ 
te, a duração do impacto, bem como o tempo de propagação do 
pulso incidente é de 60' µs, correspondendo assim a tempo de 
ida e volta do pulso no projétil. A presença de descontinui-
dade na barra, caracterfzaaa pela variação de seção transver-
-sal, produz efeitos de reflexão e transmissão na propagaçao 
do pulso durante a sua passagem atraves do obstáculo. 
As figuras 3.8 e 3-9 mostram o resultado da 
experiência realizada para o caso em que a barra apresenta uma 
variação suave de seção transversal. 
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Figura 3.8 - Pulsos incidente e refletido no obstáculo suave 
ESTAÇÃO 1. 
Figura 3 ,9 - Pulso transmitido no obstáculo suave - ESTAÇÃO 2. 
63 
Uma vez que este tipo de carregamento produz em 
pu 1 so de compressão de duração e amplitude defini das as esca-
1 as adequadas de tempo e amplitude para os pulsos de deforma-
çao das figuras 3.8 e 3.9 consistem em 50 µs por divisão na 
escala de tempo (horizontal) e amplitudes de 0.01 Volts por 
divisão na escala de voltagem de saída (vertical). Sendo a 
barra e o projétil constituidos do mesmo material, a amplitu-
de do pulso de deformação é dada por V E = -2 e , onde V e a 
velocidade de impacto do projétil e c a velocidade de prop~ 
gação da onda em ambas [11]. As mesmas esca 1 as sao utiliza-
das na figura 3. 1 O a qua 1 apresenta os efeitos de reflexão 
e transmissão do pulso incidente de compressao, para o mesmo 
tipo de impacto, quando em presença de variação brusca de se-
ção transversal. 
Figura 3.10 - Obsticulo brusco. 
ESTAÇÃO 1: Pulsos incidente e refletido 
ESTAÇÃO 2: Pulso transmitido 
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dos nas figuras 
A interpretação dos resultados obtidos ilustra 
3.8, 3.9 e 3.10, baseia-se fundamentalmente 
na teoria clássica de impacto longitudinal entre barras cilfn 
dricas, levando-se em conta a impossibilidade de se obter na 
prática um impacto perfeito. Teoricamente, a obtenção de um 
pulso retângular na colisão de duas barras, se deve ao fatode 
que, sendo as interfaces de impacto consideradas perfeitamen-
te planas .todas as partículas colidem simultaneamente adqurri.!:2_ 
do assim velocidade identicas, fazendo com que a frente de º.!:2. 
da gerada na interface de impacto seja perfeitam~nte plana. 
Experimentalmen~e tendo em vista a dificuldade de se obter em 
experiincias de laborat6rio superfícies perfeitamente 
e perfeita colinearidade, a forma do pulso.gerada no 
planas 
impacto 
seria de um pulso retângular "defeituoso" [12]. Isto se de-
ve à existincia de um atraso de tempo na formação da frente de 
onda, tempo este necessário à correção das imperfeições das su 
perfícies de contato, tais como, rugosidade e não planaridade, 
sendo que, esta correção se dá em termos da deformação das s~ 
perfícies de impacto, necessária a colisão de todas as 
partículas. 
suas 
Observando-se os pulsos incidentes de compres-
sao nas figuras (3.8) e (3.10), verifica-se um atraso de tem-
po, na formação da frente de onda, de cerca de 20 µs. Este 
atraso de tempo e caracterizado pela inclinação do traço e um 
arredondamente do pulso retangular. Além das imperfeições re 
gistradas nas superfícies de contato, um fator importante e de 
grande influincia na deformação do pulso incidente, consiste 
no desalinhamento existente entre o projétil e a barra no mo-
me n to da co 1 i são. Todo o estudo, relacionado com as dificul-
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dades encontradas em um impacto experimental, e atribuído a 
SEARS, o qual toma como uma boa aproximação para o impacto g~ 
rado entre barras cillndricas de extremidades planas, o estu-
do teórico referente ao impacto de barras, cujas extremidades 
de contato apresentam uma ligeira. curvatura [13]. Este estu-
do baseia-se fundamentalmente na análise pontual da distribui 
ção de tensão nas superflcies em contato, Estudos experimen-
tais foram realizados para verificação da teoria citada acima, 
onde a rugosidade e a não planaridade presentes nas extremid! 
desde contato, entre projétil e barra, são substituída pela 
adoção de extremidades esféricas de raio definido. Com base 
na análise do processo de variação da tensão durante o impac-
to, uma interpretação detalhada dos pulsos incidentes obtidas 
a partir deste tipo de colisão foi efetuada [14]. 
Durante a colisão entre duas barras de compri-
mentos finitos, a onda de compressão crescerá da maneira des 
cri ta na seção 1.2, até o retorno da onda, agora de traça o, 
refletida na extremidade 1 ivre da barra, correspondendo ao tem 
po 29.,/c apósaoprimeir.ocontato. A onda inicial agora re 
torna a extremidade (esfêrica) ao mesmo tempo em que a com-
pressao começa a decrescer. Supondo um contato perfeito entre 
as superfícies, a tendência do pulso de tração seria de atra-
vessar integralmente o contorno entre os dois meios, e passar 
a percorrer o interior da outra barra [15]. Tendo em vista a 
não total idade do contato, uma vez que o mesmo se dá entre e~ 
tremidades esféricas, a propagaçao do pulso através das mes-
mas, apresenta aspectos bem mais complicados. 1 s to se deve ao 
fato de que a reflexão da onda na interface entre dois meios 
é governada pelas condições de contorno, onde a soma de todas 
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as variações que a onda sofre pode ser expressada pela 
ção da amplitude juntamente com a variação de fase [16] 
to à transmissão do pulso através das interfaces, esta 
varia-
se 
Qu a .!2_ 
dâ 
apenas parcialmente uma vez que s6 uma pequena parcela das ex-
tremidades se encontram em contato, fazendo com que parte da 
Esta energia a ser transmitida retorne ao interior da barra. 
nova reflexão se dâ de forma desordenada através das regiões 
mais pr6ximas da superfície. Como resultado desse contato im-
perfeito e dessa segunda reflexão, observa.se um aumento no 
tempo de impacto ao qual se encontram incorporadas as variações 
de amplitude a fase do pulso refletido. 
duração do tempo de impacto é dada por: 
A expressao para a 
onde lit 
t = 2 i + lit + tlt 
c 
representa o tempo necessârio a correção da 
( 3 . 1 ) 
mudança 
de fase e At o tempo requerido para que a onda de compressão 
atinja a fração de sua maior amplitude (2~ reflexão), resultan 
do em um tempo de impacto muitas vezes superior a 4 9,/c. Em 
virtude do descréscimo na compressão no instante em que o pul-
so refletido na extremidade I ivre retorna à interface de impa~ 
to, o pulso de compressão originado da dupla reflexão do pulso 
inicial, apresenta uma amplitude bem menor. Daí se explica o 
degrau existente no pulso incidente das figuras 3.8-3.10 re-
sultante de uma reflexão imperfeita na região de contat~. Pa-
ra projeteis I ongos, onde AT e rei ativamente pequeno, grande 
parte da energia se encontra no pulso longitudinal durante o 
impacto, mas jâ para projeteis muito pequenos, a energia do pu.!_ 
soem cada reflexão é convertida, em grande parte em energia de 
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deformação da vizinhança da ãrea de contato, em confirmação às 
condições postuladas por HERTZ, de que a deformação e sempre 
inteiramente confinada a pequenos volumes em torno da área de 
contato. 
Quanto ao pulso refletido no obstáculo 
figura 3.8, observa-se que o mesmo apresenta a forma 
suave, 
de dois 
pulsos opostos e consecutivos, como consequência da redução e 
posterior ampliação das dimensões da seção transversal. Na se 
ção 1.3, onde os efeitos de transmissão de um pulso em presen-
ça de descontinuidade são analisados, verifica-se para a pass~ 
gem de um pulso incidente de compressão em face de uma redução 
de área, o pulso refletido é de tração tendo em vista a ocor-
rência da condição de extremidade 1 ivre. O inverso aplica-se 
ao caso de ampliação das dimensões transversais quando o sinal 
do pulso refletido é de compressão. Logo o pulso refletido g~ 
r a d o p e l a o n d a i n c i d e n te no o b s tá cu l o , se a p r e s e n ta campos to dos 
- - a a pulsos de traçao e compressao referentes a 1- e 2- etapas do 
obstáculo, respectivamente. 
O b se r v e - se q u e a a m p l i t u d e d o p u l s o re f l e t i do d e 
compressao registra-se menor com relação a amplitude do pulso 
refletido de tração. Isto se explica em face do pulso reflet! 
do de compressão, resultado de uma reflexão dupla no obstãculo, 
apresentar-se superposto ao primeiro pulso refletido, uma vez 
que o comprimento do pulso originado na colisão, é muito gran-
de comparado as dimensões do obstãculo. Quando ao pulso trans 
mi tido, figura 3.9 a interpretação é anãloga ã. descrita acima, 
visto que, o pulso incidente de compressão ao percorrer a 1ª 
etapa do obstáculo, sofre um descréscimo de mesma intensidade 
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do pulso refletido de tração, e logo em seguida, ao percorrer 
a 2~ etapa do obstâculo é acrescido da mesma intensidade do 
pulso refletido de compressão. Logo, apos todo ·este pro-
cesso, o pulso transmitido apos o obstâculo assume cerca de 
92% da intensidade do incidente na barra. 
Os ~feitos de reflexão e refração para um pul-
so incidente de compressão, através de uma variação brusca de 
seçao transversal, podem ser interpretados de forma anâloga ao 
caso anterior. Na figura 3.10, o efeito da reflexão no 
obstâculo bursco, degrau, também registra uma amplitude maior 
para o pulso refletido de tração, fato este explicado no pr_!_ 
mei ro caso, e~quanto que, o pulso transmitido apos o obstâ·cu 
lo atinge 
no impacto. 
81% da. intensidade do pulso incidente ·originado 
3.3 - UTILIZAÇÃO DE PROJETlL CURTO 
impacto 
A segundo parte da 
colinear de um projétil 
experiência 
c i 1 í n dr i co 
consiste no 
de al umínfo cur 
to de 4 3 mm de comprimento e mesmo diâmetro da barra. Os 
resultados adquiridos para ambos os obstâculos, suave e burs-
co, sao aqui apresentados na forma 
partir da ampliação de fotografias 
pi o. 
de grâficos obtidos a 
da tela do oscilosc6 
Efetuando-se em primeiro plano a anâl ise 
o caso em que a barra apresenta obstâculo suave o pulso 
para 
i nc i -
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dente de compressao originado na interface de impacto adquire 
a forma aproximadamente triangular, figura 3.11 , onde de acor 
do com a teoria clássica de impacto, a forma a ser ~dqüifida 
seria a de um pulso retingular cuja duração seria de 18 µs. 
A deformação ocorrida no pulso incidente se deve is mesmas ca 
racterísticas. físicas do impacto, descritas na seçao anterior. 
Observe que o tempo de subida na formação da frente de onda i 
de 20 µs, idêntico ao impacto anterior, enquanto que, o tem-
po de descida se processa com maior rapidez, em torno de lOµs, 
tendo em vista um maior número de partículas em contato, na 
complementação da formação do pulso bem como do impacto. Es 
te maior número de partlculas em contato na complementação do 
impacto, se deve ao fato de que em impactos produzidos por ba~ 
ras muito curtas, grande parte da energia incidente i .trans-
formada em energia de deformação na região de contato. 
O pulso refletido na passagem do obstáculo, 
apresenta a mesma composição do caso descrito anteriormente, 
ou seja, pulsos consecutivos de tração e compressão já para o 
pulso transmitido a sua amplitide ide 79% da amplitude do 
pulso incidente. 
A figura 3.12 , mostra os efeitos de reflexão 
e transmissão em presença do obstáculo brusco. O pulso inci-
dente de compressão registra as mesmas caracterlsticas do pui 
so incidente descrito acima, figura 3.11 , uma vez tratar-se 
das mesmas condições de impacto. 
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F i g u r·a 3. 1 1 - O b s t ã cu 1 o suave - pro j é t i 1 curto .. 
ESTAÇÃO 1: Pulsos incidente e refletido 
ESTAÇÃO 2: Pulso transmitido 
Quanto ao pulso refletido no obstáculo brusco, 
persiste a predominincia do pulso refletido de tração com re-
lação ao pulso refletido de compressao. Para este caso, a i.!2_ 
tensidade de transmissão é de 70% do pulso incidente origi-
na 1 . 
As figuras 3.11 e 3.12 estão plotadas na me~ 
ma escala das fotografias, consistindo em 50 µs 
na escala de tempo (horizontal) e amplitudes de 
divisão na escala vertical do osciloscópio. 
por d i vi são 
O. O 1 Vo 1 ts por 
7 1 
___ Esta_ amplitude corresponde a uma tensão de apr9_ 
ximadamente ).3x,10 6 kgt/m". 
a', (v) 
O'r(V) 
o ioo 170 
a 
o 
Figura 3,12 - Obstáculo brusco -projétil curto. 
ESTAÇÃO 1: Pulsos incidente e refletido 
ESTAÇÃO 2: Pulso transmitido 
Dentro do estudo experimental com a uti 1 ização 
d e p r o j é te i s cu rt os , f o i testa d o o i m pacto 1 o n g i tu d i na 1 de unia 
esfera de aço, diâmetro de 12.7 mm, para o caso em que a bar-
ra apresenta variação brusca de seção transversal. Nesta Ül-
tima parte da experiência não se chegou a resultado conclusi-
vos com relação aos efeitos de reflexão e transmissão na.barra, 
apresentados na figura 3.13 , em virtude da ocorrência de de 
formação permanente da extremidade 1 ivre da barra, logo no pr.!_ 
meiro teste de impacto. 
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Figura 3,13 - Obstáculo brusco -projétil: ESFERA 
ESTAÇAO 1: Pulsos incidente e refletido 
ESTAÇAO 2: Pulso transmitido 
A deformação ocorrida na superfície de contato 
da barra se deve ao fato da existência de elevadas concentra-
ções de tensões produzidas pela esfera no momento do impacto. 
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CAP fTULO IV 
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4 - ANALISE DOS RESULTADOS 
4.1 - COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS: NUM~RICOS E EXPERIMENTAIS 
A obtenção da solução numérica referente a trans 
missão de pulsos longitudinais em barras de seção transversal 
variável, com a utilização de processo computacional e com ba-
base no método das características, encontra-se descrita na se 
çao 2.3. Os resultados numéricos e experimentais aqui apre-
sentados, foram obtidos para quatro realizações do experimen-
to, com base no impacto dos projeteis longo e curto, 
dois tipos de obstáculos. 
para os 
Para a solução numérica no caso do obstáculo sua 
ve, foi empregada a forma real da barra, medida com precisão, 
para deslocamento de O • 5 mm , correspondendo a tempo de prop~ 
gação de 0.1 \JS. A condição de contorno imposta na resolução 
consiste na utilização do pulso inci-do problema, 
dente experimental e nao a onda retãngular teórica prescrna P!:. 
la teoria clássica de impacto [1 7]. A obtenção dos valores 
do pulso incidente experimental, inseridos na simulação numérl 
ca, foi adquirida das fotográfias da tela do osciloscópio com 
a utilização de um microscópio de medidas, precisão de cent-ésl 
mos de mil Ímetros, para deslocamentos correspondentes a 1 O 11 s, 
no caso do projeti 1 longo e de 6 \JS para o projêti l curto. 
e experimentais, 
A figura 4.1 apresenta os resultados numéricos 
reduzidos ã mesma escala e plotados em gráfi-
cos tensão x tempo, relati vos ao impacto do projet i l longo, com 
a variação suave de seção transversal. 
" 
lensõo(Y.) 
entrada ' . numerrca 
**** dados experimentais 
• 
10 
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FIG.4.3-onda lransmitida; obstáculo suave; projétil longo 
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Os pontos obtidos à intervalos de 10 µs e in-
troduzidos no programa computacional, são interpolados linear-
mente para intervalos de O .1 µs. Os valores plotados na orde 
nada do gráfico correspondem à relação entre a tensão inciden-
te teórica, ou seja, 1/2 pc V, 
rimentalmente, dada por o= E E 
e a tensao máxima obtida exp~ 
onde E é o módulo de elas 
ti cidade do alumfnio e E a deformação máxima ocorrida, o qual 
é calculada a patir da expressao: 
2V 
Ê = -~~~~~~~~-
( G. F) X Vp X 10 
( 4 . 1 ) 
sendo V a amplitude de voltagem de saída, ( G. F) o fator- de 
strain-gage, igual a 2.04 
[1 8] . 
e representa a voltagem na po~ 
te (5V+1%), ver O fator 1 O na equação 4.1 está 
relacionado com o amplificador diferencial presente na expe-
riência, o qual amplifica de 1 O vezes os sinais das pontes. 
Examinando o pulso plotado na fi·gura 4.1, 
observe-se que o registro do pulso incidente tem início na es-
tação de strain-gage, representada pela origem dos eixos, 
e tem como tempo de propagação 160 \JS , O início do pulso re-
fletido se dá à 188 µs, figura 4.2, na escala de ·tempo, corresponden-
do ao tempo de retorno da primeira parcela da ondas refletida, ã est~ 
çao de strain-gage. O tempo de propagação do pulso refie-
tido e de 190 µs, dos quais 140 µ'; estão relacionados com a 
reflexão do pulso principal, enquanto que, os 50 µs restantes, 
representados no gráfico como o terceiro pulso consecutivo de 
reflexão, se referem a reflexão do segundo pulso, pulso secun-
dário, presente no pulso incidente de compressão. 
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Note-se que a forma do pulso refletido no obstá 
culo suave difere em muito do pulso·incidente na barra. Isto 
se explica no fato da existência de uma grande dispersão na fil 
tragem do pulso incidente através da variação suave de seçao 
transversa 1. Esta dispersão é caracterizada pelas inúmeras re 
flexões contínuas, ocorridas ao longo do obstáculo. A presença 
de uma região de "silêncio" entre os pulsos consecutivos de 
tração e compressao, se deve a um período de reflexão constan-
te relativa ao patamar do pulso incidente, onde a tensão com-
pressão se apresenta sem variação e com valor máximo de sua am 
pl itude. A estação 2 de strain-gage registra a passagem do 
pulso transmitido através do obstáculo, à 200µs da primeira 
estação. O tempo registrado na propagaçao do pulso transmiti-
do e de 170 µs, figura 4.3, um pouco maior com relação ao pulso incide__1:_ 
te e cuja forma se apresenta quase inalterada comparada à do pul-
so originado no impacto. Com isto verifica-se a predominância 
do efeito de transmissão sobre o de reflexão, quando no meio 
se efetua uma variação contínua de seçao, tendo em vista a ocor 
rência de apenas em "descascamento" na forma do pulso inciden-
te, durante o percurso do obstáculo. 
Em continuação aos resultados obtidos para a v~ 
riação suave na seção transversal da barra, o.pulso incidente 
a -reflexão e transmissão para o caso do Impacto o projéti I cur 
to, estão i--lustrados nas figuras 4.4, 4.5- e 4.6. - Na_ obtenção 
da so~ução numérica proce~e-se de forma indêntlca ao caso an.te 
rior, com os resultados numéricos~ expe~imentais plotados em 



































FIG.4.6-onda lransmilida; obsláculo suave; projéli I curlo 
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Examinando os pulsos obtidos no impacto do pro-
jétil curto, observe-se que o pulso incidente de compressão tem 
duração de 70 µs, dos quais 30 µs são atribuídos a formação 
do próprio pulso, ver seção 3.3, e os 40 µs restantes cor-
respondem as duas reflexões existentes no projétil em face do 
impacto não perfeito. A não visualização da formação dos pul -
sos de compressão em consequência da reflexão dupla, se deve 
ao fato de que, sendo o projétil muito curto, a energia conti-
da no primeiro pulso de compressão é transformada em g.rande par 
te em energia de deformação na vizinhança da superfície de con 
tato, fazendo com que o segundo pulso de compressão, originado 
da segunda reflexão do pulso inicial, atinja com maior rapidez 
a sua amplitude máxima, se superpondo assim, ao pulso de com-
pressão inicial, resultando aparentemente, em apenas um pulso 
de compressão originado no momento da colisão. 
Quanto aos efeitos de reflexão, a forma obtida 
para o pulso refletido difere com relação a forma obtida no ca 
so anterior, apenas na não existência da região de "silêncio" 
entre os dois pulsos consecutivos, em virtude do pulso incide~ 
te originado do impacto do projétil curto, não apresentar uma 
região de valores constante de tensão, como conse·quência de tem 
pode propagaçao muito pequeno. 
A influência do efeito de filtragem do obstácu-
lo sobre o pulso incidente, é de pouca intensidade , como des-
crito no primeiro caso apresentado, tendo em vista a nao ocor-
rência de distorção na forma do pulso transmitido. 
A estação 2 
tra, a 200 µs da estação 
dos e~tensômetros elétricos regi~ 
a pasagem do pulso transmitido 
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apos o obstáculo, cujo tempo de propagaçao é de 90 µs. Quanto 
a sua forma, permanece a forma do pulso incidente, consol idan-
do a condição de quase preservação da forma da onda, quando a 
sua transmissão se dá através de meios 
se processa contínua e suavemente. 
cuja variação de seção 
A segunda parte da experiência, consiste no im-
pacto dos projeteis longo e curto para o caso em que a barra 
apresenta a variação brusca de seção transversal, descrita na 
seção 3.1 A solução numérica foi obtida da utilização dire-
ta das equações 2.18 e 2.19, onde os valores atribui dos a ten 
são incidente e inseri dos nas equações.; foram obtidos a parti.r 
da tensão incidente experimental. A aquisição dos valores se 
dá com a leitura de fotografias da tela do osciloscópio, tam-
bém com a utilização do microscópio de medidas, para ·interva-
los de deslocamentos correspondentes a 6 µs. 
Os resultados numéricos e experimentais referen 
tesa incidência e aos efeitos de reflexão e transmissão para 
o impacto do projétil longo, estao ilustrados nas figuras 4.7, 
4.8, e· 4.9 plotados em escalas idênticas às utiliza.das nos.casos anterio 
res. O pulso incidente obtido, possui as mesmas característi-
cas do pulso incidente registrado na figura 4.1, uma vez, tr~ 
ta-se do mesmo projéti 1 e condições semelhantes de impacto. O 
tempo de propagação para o pulso refletido no obstáculo brusco 
é de 270µs, e a forma obtida mostra certa tendência de pre-
servação da forma do pulso incidente. Isto se explica em face 
de que as partículas constituintes da frente de onda em prese~ 
ça de uma variação abrupta de seção transversal, refletem si-
multãneamente conservando assim a integridade de sua forma ini 
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FIG.4.8- onda r-ef let ida; obstáculo brusco; proJét i 1 1 ongo 
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A mudança de forma ocorrida no primeiro pulso 
refletido, caracterizada pelo degrau, se deve a superposição 
das reflexões do pulso refletido na primeira etapa do obstácu-
lo, referente a parcela do pulso incidente onde os valores da 
tensao apresentam pouca variação, com o pulso refletido na se-
gunda etapa do obstáculo, ver tabelas no apêndice B. Este efei 
to de superposição se processa durante a formação do segundo 
pulso refletido, produzindo um decréscimo em sua amplitude e 
as distorções observadas em sua forma. 
O pulso transmitido observado na figura 4.9, r~ 
gistra um tempo de propagação de 210µs e a sua forma difere 
bastante da do pulso inicial. Esta discrepância existente en-
tre os dois pulsos se origina do forte eféito de reflexão so-
bre o pulso incidente, quando no meio se processa uma variação 
brusca de seção. Também devem haver restrições a validade da 
teoria unidimensional para grandes variações de seçao transver 
s a l • No presente experimento, a redução de área é de 4 para l. 
As figuras 4.10, 4.11 e 4.12 mostram os re.sultados numéricos e experimen-_ 
tais obtidos do impacto do projêti l curto, cujas escalas utilizadas são 
as mesmas de todos os casos atê agora apresentados. Para a ob 
tenção da solução numérica, procedem-se de forma análoga ao ca 
so anterior, uma vez tratar-se do mesmo tipo de obstáculo. O 
pulso de incidência obtido para este impacto, embora apresente 
uma amplitude inferior comparado ao pulso de incidência para o 
caso em que a barra possui uma variação suave de seção, .como 
consequência do emprego de velocidades de impacto diferentes, 
observe figuras 3.11 - 3.12, registra as mesmas características 
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Para o estudo de comparaçao entre os resultados 
numéricos e experimentais, ambos foram reduzidos a mesma esca-
la de amplitude de forma a se obter uma melhor visualização da 
·influênc.ia da não homogeneidade existente no··meio, na for.maçã·o 
dos p~lsos obtidos. 
A interpretação dada aos pulsos gerados no caso 
anterior, prevalece com relação aos resultados reportados na 
figura 4.4, tendo em vista ser o mesmo obstâculo em estudo, e 
a ocorrência de superposição dos pulsos na reflexão apesar do 
comprimento do pulso gerado no impacto ser menor com relaçã6 ao 
do caso anterior, mas.ainda grande comparado as dimensões do 
obstâculo. Observando-se o pulso de tração refletido na pri-
meira etapa do obstâculo brusco, vettfica-se mais claramente a 
continuidade da forma do pulso incidente, uma vez que a influên 
eia da superposição dos pulsos estâ relacionada apenas com a 
amplitude. As distorções observadas nas formas do pulso refle 
tido de compressão e do pulso de transmissão se devem as inúme 
ras: réflexões ocorridas no interior do obstâculo. Quanto aos 
tempos de propagações para os pulsos refletido e transmitido 
são de 140 µs e 120. µs respectivamente. 
Em Última análise de todos os resultadoscaqui apr;:_ 
sentados, registra-se a grande aproximação existente entre os 
resultados numéricos e experimentais, quando a onda 
utilizada,·e.a prõpria onda gerada no experimento. 
incidente 
Observa-se em todos os grâficos aqui apresenta-
dos a inversão dos resultados obtidos, uma vez que a compres-
sao encontra-se plotada com valores positivos e tração com va-
lores negativos. 
93 
4.2 - CONCLUSÕES 
Este trabalho na área de propagaçao de ondas, 
levou o autor a enfrentar concretamente as dificuldades de rea 
lizar, simultaneamente, a modelagem matemática, solução numéri 
ca, e a verificação experimental na propagação de pulsos. 
Uma das características principais das experié~ 
cias e a curta duração dos eventos. Isto dificultou a aquisi-
ção de dados tendo em vista que sistemas físicos apresentam a 
tendência "natural" de eliminar as altas frequências, acarre-
tando distorções na forma do sinal, o que poderia ser corrigi-
do em parte pela utilização de equipamentos relativamente so-
tisficado. 
Os equipamentos utilizados na experiência são de 
vârias origens, sendo alguns manifaturados no laboratório de vi 
brações e acústica, como por exemplo a fonte de alimentação das 
pontes de extensômetros. Mesmo com todo o cuidado dispensado 
na montagem, o ruído da fonte de alimentação ê elevado em rela 
ção ao sinal observado, da ordem de 5%. 
Uma grande imprecisão também provem da aquisi-
ção de dados a partir da foto da tela do osciloscôpio. Isto se 
deve ao fato de que para se capturar no mesmo instante os pul-
sos refletidos e transmitidos, necessita-se de dois canais de 
aquisição de dados, o que foi 
uso do duplo traço (CHOPPED), 
realizado no osciloscópio. pelo 
o que reduz o numero de pontos ·o!:_ 
servados. A combinação do efeito do ruído da fonte com o efei 
to do chopped, levou a uma indeterminação do momento inicial 
dos pulsos refletidos e transmitidos. Assim, observa-se comp~ 
rando os resul.tados numéricos e experimentais uma defasagem da 
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ordem de 5µs. 
Quando compensada esta defasagem pode~se const~ 
tar uma consideravel semelhança de forma das ondas experimen-
tais e teóricas para uma mesma forma de onda incidente. 
Um outro aspecto a ser observado na comparaçao 
entre os resultados numéricos e experimentais, é que as ampl i-
tudes máximas das ondas experimentais transmitida e refletida 
são frequentemente maiores do que as das ondas teóricas. Den-
tro da análise desse aspecto pode ser eliminada a hipótese de 
erro no método numérico utilizad6. para a solução do problema, 
já que foram feitos testes comprovando a convergência através 
da conservaçao de energia. 
Com relação a parte experimental, tendo em vis-
ta que um mesmo canal é usado na aquisição das ondas incidentes 
e refletidas, deve ser descartada a possibilidade de erro exp~ 
ri mental a nível deste canal, o que nao acontece com o outro ca 
nal, que e independente, e que pode apresentar uma pequena di-
ferença, apesar de efetuada uma ca!.i llr.ação prévia. Todas es-
tas considerações mostram a grande dificuldade na aquisição dos 
dados experimentais. 
Este trabalho se enquadra em uma linha de pes-
quisa que tem como propósito a identificação de defeitos em so 
lidos. Em uma fase posterior deste trabalho, tem-se como su-
gestão a caracterização do meio com uma função unica indepen-
dente da excitação. A função que poderia ser escolhida, seria 
a resposta impulsiva da barra entre dois pontos. Sabe-se que 
a resposta da barra pode ser obtida por uma operação de convo-
lução entre a excitação e a resposta impulsiva. Para a iden-
tificação seria necessário efetuar a operação inversa, ou seja, 
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a deconvolução. E aparentemente uma operaçao simples, mas pr~ 
ticamente difíci de implementar devido a sua .sensibilidade ao 
ruído, o que a torna imprecisa e devi do a falta de precisão nos 
dados experimentais. Sugere-se então, o desenvolvimento de a! 





Quando um meio elástico ê excitado, perturbações 
se propagam através dele. Neste processo os elementos do meio 
são deformados e a perturbação é tran.smitida de um ponto a um 
outro próximo na forma de "ondas". 
t visto que, as equaçoes de movimento para um 
meio sólido elástico são. dadas em termos desse deslocamento de 
partfculas, e será mostrado aqui, que estas equaçoes correspo~ 
dem a dois tipos de ondas que podem ser propagadas, através de 
um sólido elástico ilimitado. 
' 
Para se estudar o problema, começamos com o es-
tudo da teoria de movimento deste meio e consequentemente a sua 
equaçao dinâmica. 
Quando um corpo elástico sofre variação em sua 
configuração inicial, devido à aplicação de um sistema de for-
ças externas, este corpo é dito deformado. Qualquer ponto P 
pertencente a este corpo, com coordenadas retangulares espa-
ciais fixadas (x, y, z),·ê então deslocado a uma nova posição, 
cujas componentes de deslocamento sao u, v e w res~ectivamen 
te. Se Q e um ponto em sua vizinhança (x+fu<.,y+6y, z+6z), 
suas componentes de deslocamento sao dadas pela expansao de 
TAYLOR [19] na forma: 
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au au au 
u + ãx 6x + ay 6y + 3z 6z + ,,, 
av av av 
v·+ ax 6x + ay 6y + az 6z + ... (A. 1 ) 
aw aw aw 
w + ãx 6x + ay 6y + 3z 6z + ... 
Para pequenas deformações associadas com ondas 
elásticas, termos de ordem superior serão desprezadas. 
Introduzindo as expressões para as componentes 
de deformação: 
1 ("w ~) w -
X 2 ;, y az 
(A. 2) 
1 (~ au) E: = 2 + -xy dX ay 
As outras expressoes -sao obtidas por uma varia-
çao cíclica das letras x, y, z e u., v e w respectivamente. 
Agora as componentes de deslocamento (A.1) podem ser escritas 
na forma: 
u + (w 6z - w 6y) + ( E: 6x + E: 6y + E: 6z) y z XX xy xz 
V + (w 6x - w 6z) + ( E: 6x + E: 6y + E: 6 z) (A. 3) z X xy YY yz 
w + (w 6y - w 6x) + ( E: 6x + E: 6y + E: 6z) X y zx zy zz 
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Os primeiros termos dessas expressoes sao as com 
ponentes de deslocamento do ponto P , os termos do primeiro 
parêntese fornecem a rotação pura e os termos do segundo pare~ 
tese estão associados ã deformação do elemento. 
A matriz 
E: E: E: 
XX XX XX 
(A. 4) 
E: E:· E: 
ZX zy ZZ 
representa o tensor deformação, sendo este simétrico, uma vez 




As três componentes 
aµ 
= ãx E: YY 
av 
= ãy 
3w = 3z 
representam uma simples extensao paralela dos eixos x, y e z 
respectivamente, enquanto que, E E eE: xz' zy zx sao compone~ 
tes de deformação por cisalhamento .. Sabe-se que a soma 
E + E + E = E define a dilatação cúbica e, que a mesma 
XX YY zz 
independe da escolha do sistema de eixos coordenados ortogonais. 
Para se obter a equação de movimento considera-
se a variação da tensão, como feito anteriormente com a varia 
ção do ponto P, no elemento de volume do meio. 
pÓsito a condição de equilíbrio de um pequeno 
Para. este pr!:?_ 
paralelepípedo 
reta n g u l a r d e l a d os b. x , b. y , b. z (f i g u r a A. 1 ) d e v e ser estudada. 
As componentes de tensão variam atravis de suas 
faces; para se obter a força atuando em cada face, toma-se o 
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valor da tensão no centro de cada face multiplicada pela area 
da mesma. Observando a figura, ve-se que, 
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li s do elemento 
z 
A componente da força resu 1 tante, atuante noel!_ 
mente na direção x, produzida pelas tensões nas faces normais 
aos eixos x, y, z e (desprezando os termos de ordem superi-
o r) : 
ªº 
( XX ) 0 xx + ~ lix - ºxx liSx + 
ªº 
+ (CT y X + 
__J_!_ li y - o ) liS + (A. 5) õy yx y 
ªº 
+ (ozx + 
zx liz - 0 zx) liS z 3z 
too 
onde 
Li s Li s 
X y 
sao as areas nas faces normais aos eixos x, y, z respectiva-
mente. 






az Lix Liy Liz 
logo a equaçao de movimento para um sólido elástico é obtida 
adicionandó-se as forças de corpo X, Y, Z e os termos de inér 
eia 
- p Lix Liy Liz , 
para cada componente: 
a 2 u ªª a cr ªª pX + XX + ____::f.:;. + xz p -- = 
a t 2 ax ay az 
o 2 u ªª a cr a cr p = pY + ___E/_ __n ___:t_!_ (A. 6) 
at 2 ax ay az 
d 2u ªª a cr ªª pZ xz -21.. zz p = + 
a t 2 ax ay az 
nestas equaçoes p e a densidade do meio. 
Para um meio elástico e adotada .como equaçao 
constitutiva a forma generalizada da lei de HOOKE: como uma das 
seis componentes de tensão é função de todas as componentes de 
deformação, em geral 36 constantes elásticas aparecem nas rela 
1 O 1 
ções tensão-deformação. 
Se o meio e isotrópico (a deformação independe 
da orientação do material em. relação ao carregamento) estas con~ 
tantes são reduzidas a duas À e µ denominadas 11 constantes 
de Lamé". Deste modo as relações tensão-deformação são escri-
tas na forma: 
ÀE + 2µ 3u (-ª.!!_ + ~) (J = ãx ' 
(J µ 
XX xy 3y 3x 
ÀE + 2µ au (~ + ~) (A. 7) ºyy 3y ' 
(J = µ yz dZ ay 
au aw . ~) (J = ÀE + 2µ 3z ' 
O· = µ (- + 22 ZX· dX 3z 
Utilizando as equaçoes (A. 7) nas equaçoes (A. 6), 
-a equaçao de movimento pode ser escrita em termos das compone~ 
tes de deslocamento u, v, w para um ponto em um sólido elâs-
tico e isotrópico: 
a 2 u 
(À µ) dE + 17 2 u + pX p -- = + dX µ at 2 
p a
2 v = (À + µ) 
at 2 
dE + ay µ 17
2 v + pY (A. 8) 
3 2 w 
(À µ) oE + 17 2 w·+ pZ p = + 3z µ at 2 
onde 17 2 e o operador definido por: 
17 2 _a_ + _a_ + a 
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Assumindo a - existência nao de forças de corpo, 
a equaçao de movimento fica na forma: 
ô 2 u (À µ) ÔE 17 2 u p + ôx + 
µ 
ôt 2 
Ô .2 V (À µ) ÔE 17 2 V. (A. 9) p = + ay + µ 
ôt 2 
ô 2 w (À µ) ÔE 17 2 w p = + ãz + µ ôt 2 
Em geral -as equaçoes (A. 9) representam a propa-
gaçao de perturbações envolvendo dois tipos de movimento, :ca-
racterizados pela expansio de volume e pela rotaçio. 
Ao estudar-se separadamente estes dois tipos de 
movimentos, assumi-se primeiro que a deformaçio produzida pe-
las ondas, é tal que, a expansao de volume E seja zero, com 
a deformaçio consistindo somente de distorçio por cisalhamento 
e rotaçio. Assim as equações (A.9) tornam-se: 
ô 2 u 17 2 u p = µ 
a t 2 
ô 2 v 17 2 V (A.10) p = µ 
ôt 2 
ô 2 w 17 2 w p = µ 
ôt 2 
As ondas representadas por estas equaçoes sao 
denominadas de "ondas. de d i storçio". 
1 O 3 
Consldere agora o caso em que a deformaçio pro-
duzida pelas ondas i nao acompanhada de rotaçio. Já foi visto 
antes, que a rotaçao de um elemento sobre os eixos x, y, z e 
dada pelas equaçoes (A.2). As condiç~es para que a deformaçio 
seja "irrotacional" podem ser representadas na forma: 
au 3w 
ay=O, 8y 
a v a u 
az=O, ãz 
aw 
dx ::; O 
Estas eq~açoes ~erao satisfeitas se os deslocamentos U, V, W 
são derivados de uma Única função potencial cj, na forma: 
u = 
sendo assim: 









d V 2 cj, 
ãx 
a 2 <P 
w = ~ 
az 
= V 2 cj, 
a z 2 · 
V2 u 
substituindo estas equaçoes em (A.9), encontra-se que: 




(À + 2µ) v2v 
3 2 v 
= p --
3t 2 
(À + 2µ) '7 2 w 
3 2w 
p 
a t 2 
(A.11) 
Estas equ-ações representam ••ondas irrotacionais 11 ou 11 ondas de 
dilatação". 
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No caso mais geral a propagaçao de ondas em meio 
elistico i obtida da superposiçio de ondas de dJlataçio e on-
das de distorçio. 
uma forma comum: 
Para ambos os tipos a equaçio da orida tem 
na qual 
c = + 2µ 
p 
para o casa de ondas de dilataçio, e 
c = 





as velocidades de propagaçio das ondas respectivamente. ~ vis 
to que, para pequenas deformaç6es, a propagaçio das ondas no 
meio depende exclusivamente de seus parimetros físicos. 
1 O 5 
APÊNCIDE B 
TENSÕES NO OBSTACULO BRUSCO - TABELAS 
Os resultados numéricos aqui representados, re-
ferentes aos efeitos de incidência, reflexão e transmissão, p~ 
ra o impacto dos projéteis longo e curto, se encontram ~lota-
dos na forma de tabelas. Na construção dessas tabelas proce-
de~-se da seguinte forma: os numeres intei~os plotados na pri-




Os valores reportados na primeira coluna, corre~ 
pendem a primeira e segunda etapa do obstáculo, representados 
pelos números inteiros, enquanto que os numeres fracionários 
representam a metade do obstáculo. O o b j e t i v o d e s t e d i vi são e s 
tá relacionado aos intervalos de 6µs utilizados na aquisição 
dos valores do pulso incidente, correspondendo ao tempo de pr~ 
pagação do pulso para a metade do obstáculo em estudo. Na se-
gunda coluna das tabelas, encontram-se os valores das ampl itu-
des das tensões incidentes, tomadas a partir da relação entre 
a tensão incidente teórica e a tensão máxima obtida experimen-
106 
talmente, utilizada na ordenada dos gráficos na seçao 4.t. Nas 
demais colunas, estao registrados os coeficientes de -r~flexão 
e transmissão, representados pelas letras r e t 
mente, cujos Índices indicam as regiões da barra. 
respectiva-
Os sentidos 
de propagação do pulso no interior da barra, são indicados pe-
las setas localizadas abaixo de cada coeficiente. 
Os valores computados nas tabelas e utilizados 
na construção dos gráficos da seção 4.1, correspondem as colu-
nas: 2 para os pulsos incidentes na barra, 3 e 4 para os pulsos 
refletidos ao longo do obstáculo, observando aqui o efeito de 
superposição dos pulsos em cada caso, e por último as 
3 para os pulsos transmitido após o obstáculo. 
colunas 
1 07 
TABELA 1 - PROJ ET I L LONGO 
1 2 3 
ti 
o. r1,2=- 3;5 ~21 = 2/5 t,2 = tl/5 r21 = 3;5 r23 = 3/5 t23 = 2/5 1 
'},/ --'->- :-~ +-- __,._ - +-- -e ( L0-2) '(:10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10"' 2 ) 
o o. o o o. o o o.ao o. o o 1 o.ao o. o o o. o o 1 
1 / 8.62 - 5. 1 7 o. o o 13,79 o. o o o.ao o. o o 2 
1 1 5. 5 2 - 9. 3 1 o.ao 24.83 o. o o 8.27 5.52 
3 / 
2 77-59 -46.55 o.ao 1 2 4 . 1 4 o.ao 1 4 , 9 O 9-93 
2 89.65 - 51. 99 o.ao 143.44 o. o o 74.48 49.65 
5/ 
2 93.00 -55.80 3 . 3 1 148.80 4.96 . 86. 06 57-37 
' 3 96,55 -57,93 5.96 154.48 8.94 92.26 6 1 . 5 
7; 
2 98.27 - 58. 96 29.80 157.20 44.69 98.05 6 5. 3 7 
4 100.00 -60.0U 34.42 160.00 51 . 64 121.13 80.75 
9; 
·2 100.00 -60.00 36.90 160.00 53.36 126.98 84.66 
5 98.27 - 5 8. 96 39.22 157,20 58.83 128.02 85.34 
1 1 / 2 96.55 -57,96 . 48. 45 154.48 72.68 129.62 86.41 
' 
·6 91. 38 -54.83 50.79 1 4 6 . 2 1 76.20 136.30 90.86 
1 3 /2 68.96 -41.38 5 1 . 2 1 110.34 76.80 .133,44 88,96 
7 44.83 -26.90 51. 85 7 1 . 7 3 77,77 112.30 74.86 
15; 
2 34.48 -20.69 · 54. 52 5 5 . 1 7 81 . 78 87.70 59.80 
8 29.30 -17.58 53. 3 8 46.88 80.06 . 82. 1 7 54,78 
1 7 / 
2 25.86 - 15.52 44.92 41. 3 7 67,38 7 6. 1 6 50.77 
9 2 4. 1 4 - 1 4. 48 35,88 38.62 53.82 65.25 43.50 
1 9 / 
2 22.40 - 13.44 32.87 35.84 49.30 55,46 36.97 
1 O 22.40 -13.44 3 o. 46 35,84 45.69 51 . 46 34.06 
21/ 
2 20.7 - 1 2. 42 26. 1 O 3 3 . 1 2 3 9. 1 5 48.92 32.60 
1 1 18.96 .~.11.37 22.20 30,34 33.27 43.36 28.91 
23; 
2 16.38 ~. 9. 83 20.58 26. 21 30.87 3 8. 1 6 25.44 
1 O 8 
TABELA 1 - PROJ~TIL LONGO 
Continuação 
1 2 3 
\ 
cr • r1,2=-3;5 t21 = 2/5 t12 = 81s r21 = 3;5 r23 = 3;s t23= 2'/5 1 
9.,/ ----4=. - - - - - -e (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) 
1 2 1 2. 07 - 7.24 1 9. 5 7 1 9. 3 O 29.35J 34.25 22.83 l 
25/ 5 . 1 7 - 3. 1 O 1 7. 3 4 8.27 2 6. O 1 2 9. 1 9 1 9. 46 2 
1 3 1 . 7 2 - 1 . O 3 1 5. 26 2.75 22.9 20.57 1 3 . 7 O 
27/ 
2 o. o o o. o o 1 3 . 7 O o. o o 20.55 1 5. 3 9 10.26 
1 4 o. o o o. o o 1 1 . 6 7 o. o o 1 7 . 5 O 12.33 8.22 
29/ 
2 o. o o o. o o 8.23 o. o o 1 2 . 3 4 , 10.50 7. o o 
1 5 o. o o o. o o 6. 1 5 o. o o 9.23 7.40 4.94 
31; 
2 o. o o o. o o 4.90 o.ao 7.40 6 . 1 4 3,70 
1 6 o . o o o.ao 4.20 o. o o 6. 3 o 4.44 2.96 
. 
33; 
2 o. o o o. o o 2.98 o. o o 4.44 3,78 2.52 
1 7 o. o o o. o o 2.46 o. o o 3.68 2. 66 1 . 7 7 
35 / , o. o o o.ao 2 . 1 8 o. o o 2.66 2 . 2 1 1. 4 7 
1 2 
~ o. o o o.ao 1 . 5 O o . o o 2.27 1 • 5 9 1 . o 6 .1 
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TABELA 2 - PROJ~TLL CURTO 
1 2 3 
t/, cri r12=-
3;5 t21 = 2/5 t12 = 81s r 21 = 3;5 r23 = 3;s t23= 21s 
9,,/ - +- +- _ _,_ --+ +- -+ e (10- 2 ) . (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) (10- 2 ) 
o o. o o . o. o o o.ao o. o o o. o o o. o o º·ºº 
1 / 8.33 - I;. 9 9 1 o. o o 1 3. 3 3 o.ao o. o o o.ao 2 
1 2 9. 2 O - 1 7. 52 o. o o 46.72 o.ao 7.99 5.33 
3 / 7 O. 80 ' 2 - 42.48 o. o o 113.28 o. o o 28. O 3 18.69 
2 91. 6.7 - 55.00 o. o o 146.67 o . o o 67.97 4 5. 3 1 
5; 100.00 - 60.00 3.20 160.00 4.80 88.00 58.67 2 
3 89.58 - 53.75 1 1 . 2 1 143.33 1 6. 82 98.87 65.92 
7; 72.92 - 43.75 27.20 116.67 40.78 96.09 64.06 2 
4 56.25 - 33.75 32. 20 . 90.00 52.80 94.50 62.98 
9; 35.42 - 2 1 . 25 39.55 56.67 59.30 85.68 57. 1 2 2 
5 16.67 - 1 O . O O . 3 8. 4 O 26.67 57.60 69.58 46.39 
11 / 6.25 - 3. 7 5 37.80 1 O . O O 56. 70 50. 5 9 . 3 3. 71 2 
6 o.ao o. o o 34.27 O. 00 5l . 4 o 40. 02 . 26.68 
13/2 o. o o o. o o 27.80 o.ao 2 4 . O 1 30.80 20.56 
7 o. o o o .. o o 20.24 o. o o ' 18.48 14.41 9.60 
1 5 / 
1 2 o.ao o. o o 1 6. O O o . o o 8.64 1 11 . O 9 7.39 
8 o. o o o. o o . 1 2. 32 o.ao 6.65 5. 19 3.46 
17/2 0.00 o . o o 5.76 o. o o 3 . 1 1 3.99 2.66 
9 o. o o o. o o 4.44 o. o o 2.39 1. 87 1 . 24 
19/2 o.ao o. o o . 2.08 o. o o 1 . 1 2 1. 4 3 0.96 
1 O o. o o o. o o 1 . 5 9 º·ºº - - -
21/2 o. o o . o. o o o. 7 5 o. o o - . - -
1 1 0.00 o. o o 0.57 o. o o - - -
1 1 O 
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